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第 一 篇 
平面 积分 几何 


Ee SEI BUR 


T. 51% 


FERS J, RRR. Abb, RN BRE: 
们 的 主要 性 质 ， 特 别 是 在 下 面 各 节 中 需 用 的 那些 性 质 。 在 本 童 - 
里 ， 我 们 讨论 平面 里 的 凸 集 。 关 于 ?= 维 欧 氏 空间 里 的 凸 集 ， 可 看 
第 十 三 章 ， 至 于 较 详 尽 的 论述 ， 可 参考 Blaschke[ 50] 和 Bonnesen 
与 Fenchel[ 63] 的 经 典 著 作 ,， 或 # 现代 的 作品 ，Benson[ 27]， 
Eggleston[ 162], Grúnbaum[ 247], Jaglom 5 Boltjanski[ 320 ], 
-Hadwiger[ 270], Hadwiger 与 其 合作 者 L282]，Valentine[L 6837, 

; G ZDEB BUS —I HK, #YFE—HRAEK, BEK, 
总 有 ABCK， 其 中 A8B 是 联结 A4 和 8B 的 线段 , 则 K 吓 做 凸 焦 。 为 方 
便 起 见 ， 我 们 将 始终 假定 凸 集 是 有 界 闭 集 。 

车 一 条 有 具有 端点 P,Q 的 曲线 ， 连 同 线段 PO， 包围 一 个 巧 集 ， 
MUNG dH ER IE ER. APRA MBA A, MIX i935 
FO ah (Ho 线 。 集 于 的 边界 将 总 用 3 天 表示 。 若 天 的 一 切 点 属 
于 3K， 则 KK 是 一 个 线段 . 

叮 以 证 明 ， Ca) 一 切 凸 线 都 是 分 段 可 激 导 的 ( 即 它 们 是 可 数 
BA JE E itt ALE A AE SE Hh oh ER ARTE, h 
线 至 多 有 可 数 集 的 隅 角 ; D) 一 切 有 界 凸 线 是 有 长 的 。 一 个 凸 集 
及 的 边界 的 长 叫做 天 的 周 长 。 


2. 直线 族 的 包 络 


一 个 含 一 个 参数 4 的 曲线 族 F(x,y,4) =0 的 包 络 是 指 一 条 曲 
线 ， 它 的 每 一 点 是 它 和 该 族 中 一 条 曲线 的 切 点 。 我 们 知道 ， 包 络 
的 方程 可 以 从 方程 F= 0 和 OF /24 = 0 消去 4 得 到 .下 面 我 们 把 这 个 
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ERSTER CF AEG. 
Ehi EL 


A RARA AU SE SE SUR p AIM x br ir 
EE it FAP AE GEL). Wi HER A 
xcos@~ + ysiad — p =, (1.3) 


Né 4 


Ho AM p= pod), MC 


POP) ZUR Si, AEREA 
程 


.1) 是 一 族 直 线 ， 而 车 假定 
"pae nTULACL. O 和 经 微 导 后 的 方 


coxsdW + ycosQ = D =G 


(p =dp/d@) (1.2) 
得 到 。 


BAG 1 和 (1 .27?， 竺 直线 族 (1 . 


12 的 包 络 的 参数 方程 
“= peosp — p’ sing, 


y = psinp + p' cos, 0.32 
IOP PARRA Bde m DE MA. AFM O BY: 
线 的 垂 线 同 直线 的 交点 的 坐标 是 peosd ,psin®, n[An 
HP=p’, (1.4) 
假定 版 数 p RPC? ROLE C* 类 是 措 可 以 连续 微 导 # 次 )， 
Hi. 3) BY 
dx= -(p+p”}sinpdp, dy=(p+p")coshdg, 
&kds = jp +i” dg， 而 包 络 的 曲率 半径 是 P = ds/dp = |p +p] 
4 


Aa ee PRK OK, m OGL KA, Bl 
D = PC) EU RM ERO K AAS O MCS FH. HERG 
SUR BA fr se Ree. IN, RATTLER + pp’ >0 BE 
1 第 18 页 了])， 而 上 段 的 两 个 公式 可 以 写作 

ds=(p+p")dd, p=p+p” 0,7 

a LAER, MERE p AA ABEL IS PEER AE AR 
te ep + p’>0, 

ACL. SAAR, MAC ERA 


是 
r=[ pag. (1.6) 
“pÆ EC" 所 但 设 可 以 省 掉 。 可 以 证 明 ， 对 干 任意 闭 同 
线 ， 公 六 (6 成 了 机 如 参看 [683， 第 161 页 ) | 
ANI O E TE a E E BREK 


HRO Lo AXJCT RIS JG A IE, TENIA p ， 底 是 ds， 
则 


1 LI x > 
GNE an p - p^)do, 《1.7) 
而 经 过 分 部 积分 ， 就 得 


22 - 
P=>| (p-o Dde. G.2 
0 


3. Minokowski 混 合 面积 
eA, A, ACEI LAP ARR, EPR 0,,0. 的 
ike, DHT C X. BSP RPC) =p (DD) + 0 OD ,直线 族 
x o9  - ysing - p= Off taf RGR, TRI es 
pe pepe (p + pi) + (p+ DS) =p; +o., 
HPK AeA, HE, 050, p.00, Hifier>o Ak LRA 
一 0: 集 K: 的 边界 。 若 Pp1 和 ps 不 属于 C* 类 ， 这 个 证 明 不 能 用 , 但 


8 


结果 仍然 成 立 ， 国 数 p =p. + ph PEK LER, My 
MAKAK: 的 混合 凸 集 [63， 第 29 页 ]。 


有 ua 的 面积 可 以 写作 
F=3| -pao F+ F,+2F,,, (1.9 
HPP PBK, EH, im 
Fy,=Fy= i. (pip; — P, p22do (1.10) 


MEA KAA Wy Minkowski 混合 面积 ， 
通过 分 部 积分 ， 并 利用 (1.5?， 得 
Fayh. mparpg)a= 寺 | mda. aaD 
wen], Pi (Pot Po => ar," 2e . 
lH, MB 
Fal pads,. (1,12) 
ax, 


其 中 ds, ds aK, aK, ERT AMORA LBS D RARO OL 
CRI. 

注意 混合 面积 P,:。 BRAO, 5: 无关。 事实 上， 车 用 01 代替 
O, mjO,01-a, X a ¿4 x 轴 到 0,07 的 角 ( 图 1.2)， 则 相对 于 


OTR TE ERE DT =p, 一 acos《$ -a)， 于 是 利用 (1.10)， 并 通过 分 部 
积分 ， 就 可 以 验证 Fi, = Fi 车 改变 2: 的 位 置 ， 同样 结论 显然 也 
是 正确 的 。 

此 外 ， 经 过 ,入 :的 平移 ， 由 于 Pp, 和 ps 不 变 , 混合 面积 Fi 也 
AR. 现在 假定 两 个 凸 集 之 一 ， 例 如 下,， 绕 一 点 0 转 动 一 个 角 
6. 设 01 为 0 的 象 。 这 个 转动 等 价 于 绕 O1 转 动 ， 再 作 矢 量 0.01 所 
确定 的 平 黎 。 因 此 ,由 于 Fi; 不 受 平移 影响 ， 我 们 只 须 考察 线 O, 转 
动 的 作用 。 经 过 绕 0, 转 动 9 角 ， 新 的 捧 阔 数 是 p? =P (960), 因而 
上 ,和 转动 后 的 山 集 Ki 的 混合 面积 是 


r.c) = Ef P$- 0)dss, 
对 9 积分 ， 并 利用 (1.6)， 得 
N F,,(0)d0 uh. (1.13) 
这 个 公式 下 面 将 用 到 。 
例 1 EK, AAK, 经 过 平移 所 得 ， 我 们 可 以 假定 pn = ps， 
ds: = ds!， 因 而 Q .12) 给 出 巨 ; = F, x F,, B, 两 个 经 过 平移 可 以 


重合 的 三 集 的 混合 面积 等 于 两 个 是 集 的 共同 面积 . 
W2 洲 关 是 半径 等 于 >- W, Mds =rd$， 而 (1.11) 给 出 


1 22 1 
ZEE p,dó = oth. (1.14) 
0 


MS ” 设 Ki, Ks 为 两 个 线段 ， 其 长 依次 为 24,25， 而 a 为 含 这 
两 线段 的 直线 之 间 的 角 。 利用 (1.10)， 就 得 Fis= 2ab|sina|， 从 
0 到 2x 对 a 积分 ， 就 得 845p， 和 (1.13) 一 致 ， 注 意 一 条 线段 是 一 
个 凸 集 ， 其 周 长 等 于 线段 长 的 两 倍 。 
1. — 

设 已 给 凸 集 K， 直 线 h， 以 及 一 点 Pe aK，PEu。 直 线 把 
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EP ANTI ER, KE AEREA MAMA) WARK ， 
在 P 点 的 撑 线 。 若 3K 在 P 点 有 切线 ， 则 在 了 点 的 撑 线 和 基线 重 
合 。 一 个 凸 集 的 每 一 点 在 一 条 撑 线 上 ， 而 垂直 于 一 个 已 给 方向 恰 
好 有 两 条 撑 线 。 

EET À 14 ó 的 两 条 撑 线 把 K 类 在 当中 ， 它 们 之 间 的 距离 
Ad) EEK EA ROH LE 10. Beco) BK eae. dil 
ACO) =P + olp + x), WRR., MA 


Le face, G.ià) 
0 
Bi, Ampli xS E 

E(A) = L/m, (1.16) 


mo WARMER, TEC. Od: ER-TAKALMN 
线 可 以 投影 到 某 一 直线 上 ， 使 REKL, 也 可 以 投影 到 基 一 
直线 上 ， 使 投影 长 委 L/r。 

— ut SER pd UM K moss EIS. CHRE Rr. K 
PAA RAR AUC A HER, Rp Don. AERA 
UL Bie, WEREACD. HG. 

aExLxnxD. (1.17) 


现存 我 们 给 出 几 神 特殊 山 集 的 定义 ， 它 们 对 我 们 的 目的 特别 : 

FAR. LAURE, ， 取 中 心 在 天 的 一 点 而 学 径 等 于 7 的 
HR, I 2S K.s Me E fu > 距 平行 集 。 它 的 边界 OA. Ld 
"IKM r 距 外 平行 曲线 。 图 1.3、1.4,1.5 依次 表示 一 个 线段 。 一 个 、 
三 角形 和 一 个 椭 网 的 平行 企 、 

EDO) OK HN F O Rea, WK AAT E] — ESO BI EE ER 


O Breath, —— B 
Q Width, — XË 
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图 ta 图 1.5 
BOEDO) +r, MAREO OMA. DARK. 的 周 长 和 面积 依次 
为 


so=L+i2nr, Pla P+ iram (1,18) 
Hak RFC, WHC. 5), SK ,的 曲率 半径 是 
fy = Ptr, (1.19) 


对 于 满足 z 委 min 0 的 7 值 ， 就 有 一 个 以 PC) -7 WY 
Me, RAG AES, FAK, Am. Kar HA KAX., oi 
积 可 用 公式 G.18) 表 示 ， 但 须 作 代 换 -~ -r. 

常 宽 集 。 若 对 于 一 切 风 ，4(9) = 4= 8%, CRAKS 
和 集 。 这 时 5= 4= D， 而 根据 (1.15)， 上 的 周 长 就 是 

L=xA, (1.26) 

此 外 ， 若 3K 属 于 C? 类 ， 则 由 (1.5) 以 及 A=pld)+plo+m, 

有 
PAD + p($ +x) = A, (1.21) 


RAUF ARANE ERE iA Ay Rele 多 边 形 。 已 
BIER + 1B = 1.2.9, FURR RHPA DUDSEX 2935 
FERN, A ST RIA Reuleaux 多 边 形 。 图 1.6 表示 
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Reuleaux 三 角形 和 Reuleaux 五 边 形 。 注 意 一 个 常 宽 集 的 每 一 个 平 
Gd bU EAS. 


AO 


可 以 证 明 ， 每 一 个 直径 D<4HRE-TtARA RE A Ss 
集 的 子 集 [63， 第 130 页 ]。 

三 角 凸 集 。 常 宽 集 可 以 在 一 个 正方 形 里 转动 ( 即 一 切 外 接 长 
方形 是 全 等 正方 形 ， 图 1.7)。 也 有 些 凸 集 可 以 在 一 个 个 定 正 三 角 
形 内 转动 ， 这 等 于 说 ， 一 切 外 接 正 三 角形 全 等 。 这 种 鼎 呼 做 三 角 
集 。 例 如 图 1.8 里 带 阴影 的 纺锤 状 区 域 是 一 个 三 角 集 ;一 个 三 角 
集 的 每 一 个 平行 集 也 是 三 角 集 。 


A 


从 一 正三 角形 的 内 点 到 三 边 距 离 之 和 等 于 三 角形 的 高 ,因此 ， 
一 个 三 角 集 的 返 国 数 满足 条 件 PCO) + Ch + 2x/3) + pd +4n/3) 
=h。 由 这 个 等 式 和 (1.6) 可 知 ， 内 接 于 以 为 高 的 正三 角形 的 一 
个 三 角 集 的 周 长 是 上 = (2/3»5. 
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5. LRMARSAREER 


在 本 书 内 ,我 们 总 用 On 表示 7 维 么 球面 的 面积 而 用 s 表示 
n 维 么 球体 的 体积 。 它 们 的 值 是 


9 + 10/2 O, 1 2n*/i 


“Tarda? “=n rap» 02» 
HH D RRT AR, ENIMERAR 
T(a+1)=n[!(n), FM = (n- DiCn 为 整数 )， r(z)=-v®. 


O 


例如 
Oo=2，O=2r，Os=4x， Os z 2x2， 


8. E543 
(OD 关于 凸 集 的 极 小 问题 。 一 个 凸 集 的 面积 已 ， 周 长 二， 直 

径 D， 和 幅度 E 之 间 ， 有 若干 不 等 式 ， 其 中 的 一 些 如 下 : 

L>4nF v3F>E, L>xF, 2F>ED, 

L>2(D?*- E?) + 2E arc sin(E/D), 

L<2(D* — E>)? - 2D are sin(E/D), 

2F« E(D* — ET)? + D? arc sin(E/D), 

AFx:2bEL -~ x E*, 


还 不 知道 一 组 完备 的 不 等 式 都 包括 什么 。 在 每 一 款 中 ， 确 定 
满足 等 式 的 点 集 ， 一 般 是 困难 的 课题 。 者 要 查阅 关于 这 个 问题 的 
文献 及 系统 论述 ,可 看 论文 ，Kubota 5j Hemmi[349], Ohmann 
[462], Santaló[576], Sholander[606]. 关于 凸 集 的 一 些 结 果 
可 看 专著 Convexity (V, Klee 主编 ; Amer Math Soc, Providence, 
R.I, 1963), 
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(2) ROR. RK 为 平面 上 一 个 有 界 凸 集 。 设 0 为 乓 的 一 
个 内 点 ， 卫 是 从 O 出 发 ， 在 方向 风 上， 天 的 一 个 边界 点 。 国 数 
A* (D) = |OP|~! 是 一 个 凸 集 K* 的 撑 函 数 ，K* RAK 对 于 O 〇 的 
MRR RU FR ILE ETF RL C.G. Lekerkerke, 
[321 18 Cassels[92J 两 书 )。 我 们 叙述 以 下 性 质 ， 

CG) ESTAFA KURSK Fe, K 22, MK 
AAO Aa LDH mr, mp H AAR, SARL. 

O BA ARH O, IR 了 CK) 和 FCK*) 满 足 不 等 式 

nxn/2EFRY FKSK, (1,24) 


HFA- AAA, RRA Æ  K 49 BAR, 
Cuggenheimer[255] 了 研究 了 仿 射 不 变量 FCK)-FCK*), JF 把 它 应 
用 于 与 微分 方程 的 周期 解 有 关 的 不 等 式 。 关 于 平面 上 的 凸 曲线 ， 
参看 HeilL296]， 关 于 对 微分 方程 的 应 用 ， 参 看 [445] 一 [448 ] 

不 等 式 (1.24) 可 以 推广 到 n 维 欧 氏 空间 忆 。 里 的 中 心 对 称 集 . 
FAY CKD, VK) RETIRE, M 

Kan V (CK) V CR*) <i, (1,25) 

其 中 xn 是 Ex 里 么 球 的 体积 (1.22). 不 等 式 (1.25) 源 出 于 
Ma':!er[ 387 ], 19% gambah[19] 和 Santal8[556j 所 改进 . (1.25) 中 
右边 的 不 等 式 对 于 一 切 凸 集 ， 不 限于 中 心 对 称 集 , 是 最 佳 的 , 而 对 
于 以 O 为 中 心 的 7 维 籽 球 ,等 式 成 立 。 对 于 中 心 对 称 体 ,(1 .25) 中 
左边 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 上 为 平行 超 体 或 交叉 多 胞 体 。 Mahler 
RRS. MPR K, VKO. VK) Sata 《等 式 成 立 的 充 要 
REK AMA) ,但 这 个 不 等 式 尚未 证 明 。 某 些 改 进 可 以 在 
Dvoretzky 与 Rogers[157] 和 Cuggeabheimer[258] 中 投 到 。 对 于 数 
的 玫 何 的 应 用 ， 见 [361 ,104 一 110 页 ]. 仿 射 不 变量 V (CO) 在 仿 射 
积分 几何 里 有 一 种 清楚 的 几何 意义 ， 这 一 点 我 们 在 第 十 一 章 第 二 . 
和 第 三 节 丘 将 看 到 。 


练习 1 K AOR, CHM 3K MP OR, BEAR 
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(om, MR AK 的 每 一 点 4， 作 号 AB, HE AP ite Au ds E fX 
直 泗 定 角 6。 候 定 天 具有 性 质 1A4B1- A =. 证 明 3K 的 长 是 
nin0， 若 K 是 常 宽 集 而 9="/2. 开 人 为 宽 诬 而 这 个 公式 化 
20.20. 

SS 但 定 经 过 到 每 一 点 
RAA ESA KI AB) = 的 该， fug RAP ER — 
SX, MIAX| =a, [XB] ="(a+0=4, peg ox n X m di do 
hdc iB ffoi BUE xab Cs OK ER). ix A ss Ami Holdi E 
理 。 

练习 3 PRATT é 的 撑 线 含有 OK 的 一 个 线段 PiP， 
(quio, WEBI PCO) E > TRA PR. AAS AC 
AREA (O), WHEL PL Cb) = HP» P-O) =HP,, pak 
ROMANE. 
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SE ”平面 里 的 点 集 与 Poisson 过 程 


1, 点 集 的 密度 


Ex 表示 平面 里 的 直角 笛 卡 尔 坐 标 。 在 积分 几何 和 几何 
概率 中 ， 一 个 点 集 式 的 测度 是 指 在 这 个 点 集 上 ， 一 个 微分 齐 式 
w= f(x, yds Ady 的 积分 (假定 按 Lebesgue 的 意义 这 个 积分 存 
在 ) ,其 中 函数 /f(x,y 是 遵照 下 面条 件 选择 的， 测度 mCX) 在 平 
面 运动 群 下 不 变 。 

我 们 将 始终 采用 外 徽 积 的 记号 和 定 则 ， 这 些 可 以 在 任何 现代 
的 微 积分 或 微分 几何 书 中 看 到 (例如 Fleming[204] , Flanders 
[201, 202], Loomis 与 Sternberg[ 368], 以 及 H.Cartan[ 911}, 

RMN HM Baa. E-TP HAS RILEREAH, —T 
运动 uc onm m 

x’ =xcosa - ysina +a, y” = xsina + ycosa +b, (2.1) 
其 中 (a,5) 是 4 的 平移 分 量 而 是 4 的 转角 。 
我 们 需要 求 一 个 函数 f(x,y)，、 使 对 于 任意 点 集 头 ， 测 度 


mX) = | fx, Dax Ady 


FEM PRE, EX =uX 为 多 经 过 运动 4 后 的 象 , 则 由 于 dx A dy 
= dx’ Ady’ ,我 们 有 


m(X’) =| f(x’ ,y/ dx’ Ady’ 
x 


=| retira Ady, (2.2) 


An RHE ERX mX ') = mlXX) 的 条 件 ， 可 知 对 于 一 切 对 应 

B3, 05818 (6,30 (x^ ,y )，f (x’,y’)= f(x,y)。 由 于 任意 点 xz, 可 

以 经 过 运动 变 到 任 疙 另 一 点 (x’,y’)( 即 运动 群 对 于 点 是 可 迁 的 )， 
14 


WRI YN = 常数 。 由 此 可 见 下 面 定 义 是 合理 的 ， À 
平面 里 ,点 P(x, 四 次 一 个 集合 的 测度 用 微分 齐 式 
dP=dxAdy (2.3) 
在 该 点 集 上 的 积分 确定 ，dP 称 为 点 密度 。 
显然 ， 除 一 个 常数 因子 外 ， 这 是 在 运动 下 了 崔 一 不 变 的 密度 。 
与 此 类 似 , 对 于 7 个 彼此 独立 的 点 Pi ,Pe,*"… ,Ps 所 构成 的 2 点 组 
的 集合 ,我 们 可 以 叙述 如 下 定义 ， 
hE Hag nko Pii yD.im1,2,-,n 所 re 
前 密度 是 
dP,AdP, A AdP,, (2.4) 
其 中 dPi= dxi 人 dyi。 除 一 个 常数 因子 外 ， 这 个 密度 是 唯一 的 。 
对 于 密度 (2.3) 和 (2.4)，、 我 们 总 是 取 它 们 的 绝对 值 。 
车 PP 点 是 用 另 一 种 坐标 ,7 确定 的 ,它们 和 直角 坐标 x,y 的 关 
BÆ x-h(0,0, y-9(,0, B RBERIDATS ER 
dP =dx Ady = |J] dë Adn, 
其 中 了 是 雅 科 比 行列 式 j= Reg — 549. 
设 必 为 一 个 集合 (点 集 或 ”点 组 的 集 )， 而 YCX。 有 了 点 集 
和 7 点 组 的 集 的 定义 后 ， 车 已 经 知道 一 个 随机 元 素 ( 点 或 n 点 组 》 
在 闪 里 ， 就 可 以 确定 它 在 了 里 的 概率 ， 这 个 概率 的 定义 是 
m) 
"m * (2.5) 


下 面 我 们 需 用 的 关于 几何 概率 的 概念 ， 见于 Deltheill 144], 
M.G Kendall 与 P.A.P Moran[ 335], M.I.Stoka 5j R.Theodo- 
rescu[654]。 一 个 公理 化 的 构造 见 Hadwiger[ 275] 或 Rényi[ 501, 
503]. 


2. 初始 的 积分 公式 


我 们 将 按照 Crofton[132，133] 和 Lebesgue[ 357] 的 款式 ， 给 
一 个 例 来 说 明 ， 密 度 dP = dx Ady 在 不 同 坐 标 系 里 的 简单 计算 可 
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EUR 关于 平面 星 唔 集 的 一 些 值得 福全 为 且 他 公式 ， 
K K, 为 两 个 有 界 凸 集 ， 它 们 相对 于 点 01,0; lg PE Sq X 
是 PCD ibo. E a BEA RU Ac da 
RR. BE RO 2/202 DIEET WOH AO ra Cd 
2.1). HAM 
(x — x;)sint,— Cy— y;)cost;-—py=0 (121,2), (2.0) 
其 中 Y 为 Oi 的 坐标 。 


这 两 条 撑 线 (2.6) 的 交点 已 的 洗 标 是 方程 组 (2.6) 的 解 。 E 
要 用 zz: 来 表示 密度 dP, CHÈRE, 8 
sin z;dx —cost;dy = —t:dt;, (2.7) 
ht RAA PANDA À MORK. w EA Arc A) cost 
(y—y,)sint; = HiP 是 OP Ei RL, AAR RRC. OA 
dp;/dt; = H;A;, 
H(2.7):=1,2 的 外 积 ， 得 
dP = dx Ady = 一 


sin(1,— t, 


zdr 1 人 dr， 
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dr, A dt, - inG2= ap, (2.8) 

Met, 和 c. HOSUR SRM . TE deu f 

1。 在 右边 ， 注 意 经 过 在 KK, 外 的 每 一 点 人 了， HAS RI E 
dE. DPA Ko ORR. VE. HOME 为 失忆 到 相应 的 切 点 的 ] 
Bp. HAC WERFER: Mn nm. 对 于 每 一 点 PP， 有 


1 
i 
a 
* 


Sd) sin(t;,£4) sin(t’ ,t) _ sim (A6) 
* ; " * T. 
¿ba tite TIR ti, 


. (2.9 


nt) sine th) sind.) ,sin(t ,ts )] 


: dP 
ET US 


= 4rt, (2.10) 
Hey T Ko K ABI 点 取 的 。 
ARO LOLA BERS s 
(a) # K =K,=K fie t,t’ A PA, PA 的 长 (图 2.2)， 则 
batt, = 0, (ty ,ts = Gi, = 
.w=AJPA; 角 。 于 是 


sin Y 


ap AP =2n?, (2.11) 
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Cb) 车 凸 集 天 的 边界 OK 有 连续 曲率 半径 p, 4 pi(i= 1,2) 
为 在 切 点 As 的 曲率 半径 ， 则 pidr; = dst， 其 中 ds, 是 天 的 边界 在 
A, KAT. TESCO WAKA 


sin 64 


in w 
gr pıdP = ds, Adr, Ro PPAP = ds, Ads, (2.12) 


(O 对 于 六 外 一 切 点 取 积 分 ， 注 意 每 一 点 属于 两 条 撑 线 ， 得 


sin w sin & H 
| up (Pa POP = 2uL, | ar PAP La (2.13) 
PEK PEE “ 


HEARTS, Mes, IRAP, 


练习 证明 更 一 般 的 公式 


| sao. _ 20/2) ar 
it’ ~Tham+iy/2 > 
PEK 
ain? w _ 2T7(m/2) 一 
| "m Co; + pyaP = CE D/Z]Y* L, (2,14) 


PEs 
RAN) Czuber[ 135], Masotti-Biggiogero[ 393 ]—[ 395], 
和 Stoka[ 647 HH. 


3. 三 点 组 的 集合 


WPI), 1=1,2 I, 4E a BSP. 假定 它们 
不 共 线 ， 设 8(5 ,四 为 三 角形 PPP. 的 外 心 ， RAYA Pi 对 
F ORR ABR OR D AG PPP 的 外 接 加 半径 )。 我 们 有 


x, = Ẹ + Reos y, y;=n+ Reina, (2.15) 
4 dP,-dx,Adg,, dQ=di 人 Gn、 经 过 简捷 了 当 的 计算 ， 就 
得 到 下 面 关 于 平面 上 三 点 组 的 密度 ， 


dP,AdP,AdP,- R*|S]dQA dR Ada, Ada, Ada, (2.16) 
其 中 | 
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S = sin (a, — 4,) + sin(a ~ a.) + sin(a, — a.) 


= — 4sin sin sin 


2-90 ai Ge in ‘0 。 (2,17) 


注意 去 R*S 是 三 角形 PPP, 的 面积 了， 就 得 


dP, AdP¿AdP, = 2RTdQ AdR Ada, A da, A da, 
-2(T/S)dQAdT Ada, Ada, Adag, (2,18) 
+ C=C(P,,P,, PORORE IE PPP: 的 外 BAA. 已 给 
一 个 半径 等 于 Pp MIA C,, FECC, AN-WAR= E 
H Pi, Pa, Py 所 构成 的 集合 。 若 令 7,9 为 相对 于 Cs 的 中 心 的 
极 坐 标 ， 则 根据 (2.16)， 这 个 集合 的 度量 是 
m(P,,P,,Ps3CCC,) 


= [a [o pe [^ da, f? "da, | "15145, 


x3 6 
= a (2,19) 


BRAB CCC, ME P,P,P, 是 锐角 三 角形 的 三 点 组 PP ， 
“了 Ps， 则 这 些 三 点 组 集合 的 度量 是 
f as fie -ntrar OS 
_ nê pt 
= 10" 
At, ÆCCC, 的 三 点 组 的 集合 中 ,三 点 组 构成 锐角 三 角形 
; 的 概率 是 1/2。 取 0 一 co 时 的 极限 ， 可 知 平面 里 随机 三 角形 IE 


角 三 角形 的 概率 ( 按 密度 (2.16)) 87 Ge E R.E.Miles[411] ), 


Richard[L510J 证 明了 ， 在 一 个 面积 等 于 FF 的 区 域 里 ， 三 个 随机 点 
所 构成 的 三 角形 了 ,P,Ps 的 周 长 虐 的 概率 密度 函数 是 (4x*/21F?) 
LLCF 充分 大 时 的 浙 近 值 )。 


4, FRE Poisson 点 过 程 

D,DOAPHEPSRER, DCD, BPP RIB. D 
的 面积 . 按 密度 dP =dx 八 cy，Ds Pr SES LTD Uu Ac 
AP/FP.. BED BET nam. GATE mn HAL FO AE 


是 (二 项 分 布 ) 
QUT em 


者 De 扩 大 成 整个 平面 ，n 无 限 增 加 ， 而 Hon, Fo 一 cc i, 
n/Fo>p，p 是 一 个 正常 数 ， 则 


lim py = >e?” (2,215 


(2.2 DE 320 XE Poisson FAUNA AS ER d mT SEPA 
pF, i oF 吗 做 分 布 的 参数 。 这 个 头 于 平面 上 的 点 的 概率 异型 叫 
人 艇 一 个 具有 强度 Pp am Poisson su. “EMRE, 在 
BA EE Bae AURA TAR Fi de COIR 
iF D 的 形状 或 D 在 平面 的 位 置 )， 它 县 有 分 布 人 2.217。 基 于 了 4 维 
室 居 中 随机 点 过 程 ， 特 别 是 关于 Poisson 过 程 的 一 个 系统 的 探讨 ， 
见于 了 .有 .ColdmanL232j。 从 积分 几何 的 观点 看 ， 最 重要 的 应 用 
Ag R.E.Miles 的 成 果 [411]。 下 面 是 这 篇 论文 中 的 一 些 结论 。 

CO) V D7,0,2)(0020,A4-0,v—0 cRBEBBS T di, ER 
概率 密度 函数 

exp( — Àx?) 


LES) CI CF Du >), (2.22) 


其 中 全 是 满 是 关系 Q .23) 的 三 函数 ， 这 就 是 说 ， 随 机 变 WO 介 平 
x 与 x*+dx 之 闻 的 概率 是 1(x)dr， 因 而 


[massa (2.23) 


这 个 分 布 的 矩 是 


I[Q(&k)/0]),. 7 
Hk = (E l(v/6) Ja 3/0 , k=1,2,. (2.24) 


特殊 地 ， x 的 期 望 值 是 


TE € 15/8] Y. 
E(x) =p = f- NECIO ya vey (2.25) 


把 一 个 Poisson 过 程 的 点 叫做 粒子 ,考虑 以 粒子 Pas Pe Ps 为 
顶点 而 含有 恰好 区 个 粒子 在 内 的 三 角形 的 集合 CCm)。 设 P,P,P， 
为 这 样 一 个 三 角形 ， 而 工 为 其 面积 。 按 照 概率 恒等式 prob 《面积 
YT Ep mA ETEA) = prob HAFT) x prob( 假 定 面积 为 T, 
En BF ZEA) ,并 利用 (2.187 和 (2.21)， 就 得 LL — À Poisson 
过 程 的 粒子 为 顶点 ， 有 具有 面积 了 ， 而 含有 恰好 兽人 个 粒子 在 内 的 三 
角形 的 概率 密度 函数 


EDT -erT 


Sm(T) = K, m-z0,1,2,--., (2.26) 


其 中 Ka 是 通过 条 件 C2.23) 可 以 确定 的 常 数 。 其 结果 BK, = 
p?/(m+1). FEA: 

EMA D p 前 齐 凑 平面 Poisson ser, 含有 恰好 mm 
SEF RADHA AGH AA 了 Cm 2,0). 

特殊 地 ， 空 三 角形 (m = 0) 的 平均 面积 是 ET) = 2/0, 

(2) 现在 考虑 三 角形 PPP, KSh A A REBER. RR 
《2.16)， 尺 的 概率 密度 函数 和 Ra REE, A, SRE AR 
子 在 内 的 圆 盘 ( 它 边 界 上 的 粒子 不 计算 在 内 ?半径 的 氢 率 密度 函数 
可 以 写成 KzConR')"[expC- paR’)/mı IR 的 形状 。 条 件 (2 .23) 
给 出 Kn=20np?)’/(m+1), TER 

在 一 个 具有 项 度 p 前 齐 次 平面 Poisson kitt, HR, 为 
EE mA HF HS AB PPPs REED REA, DR, #9 分 
市 是 ToC2m + 4, Tp)。 
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FE, Ro 的 平均 值 E ECR) 23/2v/o 。 要 得 到 细节 和 更 完 
备 的 结果 、 请 看 Miles 的 论文 L411]， 

Krickeberg 研究 了 别 的 点 过 程 ， 例 如 所 谓 的 Cox 过 程 或 双 随 
机 Poisson 过 程 。 在 研究 几何 变换 群 下 共有 不 变性 质 的 点 过 程 中 ， 
Cox 过 程 起 重要 作用 ( 见 Krickeberg 的 论文 345,346])。 AKA 
题 可 以 在 Matheron 的 书 L401a] 里 找到 。 

(3) BEARR. 7 一 个 拼 嵌 是 (以 西 多 边 形 为 边界 的 ) 胞 竹 集 
合 ， 这 些 胞 腔 拼 接 在 一 起 ,没有 重 登 地 覆盖 Es. 对 欧 氏 平面 和 双 
曲 平面 上 的 规则 拼 嵌 曾经 有 过 探讨 ， 例 如 Coxeter[128,130j。 问 
题 是 给 出 随机 拼 谋 的 定义 。 我们 将 考虑 齐 性 平面 Poisson 点 IR 
Bry: 9 RE LDF RK. 

已 给 点 *， 用 Pi(*) 表 示 和 x 第 1 个 最 近 的 粒子 ， 并 规定 以 
FERKA: EMT 1 1,2, 0 2,P¿00) =PO), UI x y RH 
等 价 。 对 于 某 些 点 ， 第 :个 最 近 粒 子 可 能 不 唯一 存在 , 除 此 以 外 ， 
这 个 等 价 关 系 把 整个 平面 分 割 成 互 不 相交 的 等 价 点 构成 的 集合 ， 
这 些 点 集 几 乎 肯定 是 有 界 凸 多 边 形 。 这 些 多 边 形 构 成 平面 的 一 个 
RRELEHX, Miles[ 411]/H Vi HAE. 

若 对 于 x ， 和 x 最 近 的 1 个 粒子 是 唯一 确定 的 ， 则 这 + 个 粒 
子 的 集合 称 为 x* 的 邻近 ma 组， 于 是 又 有 一 个 等 价 关 系 : Be My 
有 相同 的 邻近 ”组 ， 则 称 为 等 价 。 这 个 等 价 关 系 所 产生 的 拼 优 用 
Vi 表示。 显然 了 了。 的 每 个 胞 腔 是 VI 的 不 相交 胞 腔 的 并 集 ， 因 而 
Vid Vv. 的 一 个 细 分 。 车 n=1， 则 Vi=V,， 这 时 得 到 的 是 所 
WH Veronoi Hig, EAH En 内 推广 ( 见 [704])。 

对 于 一 个 拼 伐 的 每 一 个 胞 蓉 ， 我 们 可 以 确定 面积 A， 顶 点 数 
N, URMEL, MV, FIVE, Miles 给 出 了 这 些 纯 量 的 下 列 中 
la. 

(a) HF Vas 


O Tesselations. —- Hp 
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E(A)=[(2n-1p]', ECM) =6, 
(ar) 4 
ED = Fama) can 1) 27 8p”? METIA 
Dd 对 于 了 ， 


gx? 
E(A) = (n[2n- 1 + (64/95) (n - 1) (n= 200)" ns 


54n?n + 256(n— 1)(n-2) 


EON) = paan- 1) 4640-172 ^ 


4, 


2[2n- 1 4 (64/922) (n - D (n - 2219)? ^ 4Xn*p 
其 中 一 表示 nco 时 的 渐 近 。 

除了 对 于 V:，BE(42) =1,28007? 之 外 ， 更 高 阶 的 矩 MA 
An. 45v Bea Va 的 一 个 胞 腔 所 含 V* 的 胞 腔 个 数 ,上面 结 果 给 出 


ECL) = 2Y: 10 (2m) j/m1(m — 1) 127777] 3 (5 y”, 


64(n- 1)(n - 2) 32n? 


EG) nl * “ont?(2n—1) ) Im? 


关于 Voronoi HH, Crainl130] FA] Monte Carlo 方法 估计 
T N*N?,NS,L?,L5, A?, A? 的 期 望 值 。Matschinski RST AR 
BE UL DEM ty WARNECKE RCC], LAB Br SC RO s 
还 可 参看 Ambarcumjan 的 论文 [8,9]。 关 于 Es MEME, I 
第 16 章 第 4 节 注 记 9 . 
5. ixic 

(1) 一 些 经 典 的 积分 公式 。(a) 设 天 为 平面 上 一 个 有 界 凸 集 ， 
并 考虑 两 条 固定 的 交角 为 a(0 委 a<x) 的 撑 线 (图 2.3?。 KARE 
线 把 天 外 那 部 分 平面 分 成 五 个 区 ER Ra Ras Ra Rs in W 2.3, 
车 了 表示 在 Ri 上 (sin o/tt dP 的 积分 ,其 中 tt 为 从 P 到 切 点 的 
WARK, TARA FASA: 


1 1 
=>, h= (0 — a)", 
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这 些 公式 是 Croftonl 132,133] Ay Czuberr1 318 T. f£». Efl 
对 任意 a40 委 "和 rr) 都 是 正确 的 ， HEX 1, * d, dy, +lj=2x?, 
这 是 按照 (2.11) 可 以 预料 的 ， 

O) KARRAR. Bit KI, 可 以 作 两 条 撑 线 ， 设 
o 为 它们 的 夹 角 。 若 为 常数 ， 例 如 =，， 则 那些 点 构 成 一 条 
Ach dhe C EM. TEC 与 天 之 间 的 环形 域 上 , (Gin w/tt )dP 的 积 
分 值 是 2r(o — 001357, 

CO 假定 2 六 和 具有 与 (a),() 中 相同 的 2X, AAEH 
下 面 公式 [394]， 


f a + 二 jaP = 8xL log 2, 


| sin? oh + FAL =2aL, 
P@K t t 


(2) 随机 三 角形 为 印 角 三 角形 的 构 率 . 设 p(L) 为 在 一 个 具有 
边 长 1 xL 的 长 方形 内 三 个 随机 点 构成 钝 角 三 角形 的 HE E, ME 
Langford[355] 的 结果 ， 车 1<L<2, RI 


- 1,4 fp, 1 sd 3 7) -EH 21 
PLY = + CL +) etn 5 za)s 
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d L2, Mi 


1 ,ifr 47 ,logL 
Ly=— + ( + + ) 
PC) 3  L'soL 300 5 


Lt 3 L+CL?-4)'72 ES 3 L'ogL 
(5- 2) Der ee rc BT he Paar: 
47L* L(L*-4)17? 63 , 64 

+ + + p*gn 

300 150 (- 31 Li) 


当 长 方形 为 正方 形 时 ， 上 =1， 
PCI) = (97/150) + (1/40) = 0,7252. 

MEISTER, EMA BU. 

(3) 关于 了 个 随机 点 的 凸 包 、 设 天 为 凸 集 ， 它 的 边界 属于 C? 
类 。 设 x=x(s) 为 3K 的 曲率 , 它 满足 不 等 式 0 过 x 二 M， 其 中 M 是 
常数 . 设 玉 ,为 KR 内 7 个 随机 给 定 的 点 的 西 包 ; 设 下 , 为 互 。 的 面积 
而 Lr 为 其 边界 长 ,关于 Fa 和 上 4 的 期 望 值 ,Renyi 和 Sulanke[504] 
证 明了 下 列 公 式 ， 


cas) 2Fy 7*9 
E(F,) -= 下- D +0 (1), 


273 


SPF PL RIE K GBA, T 
O, = | xris, 
关于 HH, 的 顶点 数 s， 则 有 
Ec) MA) ^ ee0 ont. 


EI 不 属于 C0 类 ， 计 算 较 复杂 。 对 于 边 长 为 4 的 正方 形 ， 
结果 是 


2] 
ECF,) =a - S28" O (1), 
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~ a(2 - 4) (22)! * 1 
E(L,) = 4a -一 一 人 一 一 -o(1), 


ni^? 
其 中 4 为 常数 
"PI ur à, 
现在 考虑 及 是 具有 个 顶点 的 凸 多 边 形 的 情况 ， 凸 © 万 "的 
顶点 数 > 的 期 望 值 是 


2r 2 - Thre 
Ew) = rog n+ C) + leg (F IT^. Jaco, 


Ji C = 0.5772… 是 Euler BR, FAK WAR. 而 fi 表示 三 角 
形 AAA, fm m, 其 中 Ai,,Az…,Ar 是 按 次 序 排列 的 天 的 顶 
点 。 例 如 ， 著 天 是 三 角形 ， 则 有 Ew) = 2(0do0g n+0) +00) 5= 
角形 的 形状 无 其。 乘积 FTIR ERBE RER UK 
正 多 边 形 时 、 它 达到 最 大 值 。 所 有 这 些 结果 属于 RenyitjSulanke: 
[504]. 

H.Raynaud[ 496) 给 出 了 到 mm 维 空 间 的 某 些 推广 。 Am, & 
K 是 n 维 乏 球 ,而 在 上 内 取 n 个 随机 点 的 凸 包 , 则 当 mon, & 
个 凸 包 ( 多 面 形 ) 面 数 的 期 望 值 的 无 穷 大 的 阶 是 


Kat aer Den) Km en 
Ew)~ n 11 [en 1) =. | n 


其 中 *, 为 : 维 乏 球面 的 体积 (1.22)。 

Efronf160] 和 Ceffroy[220,221] 给 出 了 其 它 结果 。 这 些 结果 
MKF 点 组 的 集合 的 均匀 密度 (2, 4) RAB. Rényi Ej Sulank, 
[504J] 探 讨 了 正则 分 布点 的 款 。Carnal[84j 考 虑 了 8 一般 的 款 ， 
只 假定 点 的 分 布 是 旋转 对 称 的 。 他 研究 了 在 两 种 情况 下 的 概率 问 
Bib, ABE EGO. ECL,), ECPF. BIB RM, VE— AMALIA 
PP 到 原点 0 的 距离 OP>*， 他 研究 的 是 -1 时 的 情况 (在 么 圆 盘 
上 的 分 布 )， 和 xz 一 co 时 的 情况 (在 整个 平面 上 的 分 布 )。 还 可 以 . 
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42736), Miles[ 4201043 Y dE — À m Ze 球面 内 ， 一 个 随机 
集 的 点 的 多 胞 凸 包 具有 某 个 数目 的 顶 的 概率 。 研 究 随 机 凸 包 的 另 
一 种 途径 见 L.D. Fisher[196,197]。 

(4) 一 个 Poisson 过 程 中 的 最 近邻 点 。 ED. 为 一 个 Poisson 
过 程 中 ， 一 个 点 是 另外 1 个 点 的 最 近邻 的 概率 。 以 一 个 已 给 点 为 
最 近邻 的 点 最 多 是 6 个 。 这 出 现在 忆 为 以 那 六 点 为 顶点 所 构成 的 
下 六 边 形 的 中 心 的 时 候 。 在 一 个 Poisson 过 程 中 ， 这 样 一 个 格局 
出 现 的 概率 是 零 。 因 此 ，?726 时，pr=0。Ppn 的 准确 值 未 知 。 利 
Hj Monte Carlo 方法 ， 了 及 oberts[514] 得 到 以 下 的 界 值 ， 
0.3785 
n-1 
直接 计算 Da 时， 遇 到 了 至 今 未 能 解决 的 组 > 问题 。 

现在 考虑 平面 是 一 个 具有 强 论 。 的 齐 性 Poisson 点 过 程 。 假 
定 每 一 点 是 一 个 线段 的 终点 ， 线 段 的 正 向 在 二 维 么 球 上 是 均匀 的 
而 线段 的 长 则 有 具有 分 布 IF(SO<s<oo), 假定 正 向 和 长 互 不 相 
关 。 这 时， 车 与 线段 过 程 无 关 地 选取 一 点 ， 则 该 点 与 最 近 的 线段 
终点 的 距离 大 于 u 的 概率 是 


exp( ~ pB,(u))(0<u<oo), 


Po<0.3785, PaPo, Pr 二 LR (n=2,3,4,5). 


其 中 
B,(u) = zwf x - ue cos E 一 AO }. 


这 个 结果 是 Coleman[121j 的 。 在 1 维 欧 氏 空间 En 里， 同样 问题 
MEERE expl-pB,Cu)), Herp 


=) -0 
n Os. n-? 


2% e e? NR 72 
Da. -({(——— Wj- — 
x], | n-a) banjo 4u?) | arco), 


2? 


B,(u) =( 


这 里 ， P,Ca) = [sin xdx, a=arccos(s/2u), ii Oy BRAS 
球 的 面积 A Xu £5 R WL Holgate[311], Eberherdi[158], 和 
Coleman[ 120], 

5) 直线 上 的 覆盖 问题 。 设 在 实数 轴 的 节 OL beEn-l^ 
独立 而 均匀 分 布 的 点 Pi ,Ps,…,P -ii。 这 站 -1 个 点 所 构成 的 一 
1 组 的 密度 是 dz; 人 dxzs A Ad. FP x E P, W 85 ba COs x, 
SL), JUIER, 0,x,,3,,**,X.,, 上 诸 点 所 确定 的 n 个 节 中 ， 
EIA mA MOKA mL, mn) RE 


IS ee” 


PR am 


其 中 的 和 到 1- Cm + 和 AL>0 的 最 后 一 项 为 止 ( 见 [335])。 
BRERHb, E m= 0 的 情况 下 ,就 得 ， 所 有 的 节 长 不 大 于 ACnU 关 
二) 的 概率 是 


s QD CNT -- 


«o 228 (2.28) 


其 中 + 是 满足 rw 委 二 的 最 大 整数 。 
至 少 严 个 节 的 长 超过 uimascL,m«n)Bs RE 


CA A e" 


A(S X . Ha, (2.29) 


m+? 
Hetty AKER PH, ER ECM + Au L(A= 01,2, °°) BR. 


ev 


若干 作者 研究 了 这 些 问题 ， 其 中 A R.A.Fisher[198]; Gar- 
wood[214] ,他 给 出 了 在 车 辆 交通 管理 问题 中 的 一 种 应 用 Baticle 
[23]; kev7[365]。 还 可 以 参看 Kendall 与 Moran 的 书 L3354， 

现在 考虑 在 直线 上 具有 长 度 4 的 节 的 集合 。 每 一 个 这 样 的 节 
可 以 用 它 的 中 点 (或 者 它 里 面 任意 一 个 其 他 国定 点 ?来 确定 ， 而 县 
有 固定 长 的 节 的 集合 的 测度 可 以 确定 为 它们 中 点 点 集 的 测度 。 这 
样 ， 从 (2.,28) 就 得 到 直线 上 米 盖 问题 的 下 面 解答 

设 So 为 和 直线 上 具有 固定 长 工 竟 一 个 节 。 假 定 有 nn 个 具有 长 
Ba (nash) iy 5 S.38 x 49 BAG MEMES ASS. 的 概率 是 


ii Ce E 


eo ha y . (2.30) 


Dea 


HPARARAcn+), haÇL+a 的 最 大 整数 。 

在 加 上 的 相应 问题 可 以 叙述 如 下 [630]: 

设 在 半径 为 1 的 轩 上 ， 取 nin 个 具有 长 度 四 的 独立 而 随机 的 
Ms Mandar, CMASHRSZAGMPLO, neat, 
Jt RA 


nn S GOUED =~ 
«cod ey" (2.31) 


其 中 下 是 满足 HIST 的 最 大 整数 。 

在 维 数 大 于 1 的 空间 里 ， 恬 盖 问 题 负 ssf 他 区， 而 且 一 般 地 还 
没有 维 确 的 解答 ( 见 第 六 章 TOO. KFREREAM, BE 
Robbins[512,513], Takacs[666], Votaw[705]. 

(6) Renyi 的 “停车 ”问题 D [502]. HUS Co, x), HR x1, 


© Parking problems.—-%# 
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EENT, BLE AAA. Ar, LA TH HE. x 
第 二 个 单位 长 的 季 。 照 这 样 下 去 ， 直 到 不 再 能 选单 位 长 的 节 为 
止 。 假 定 在 已 给 节 C0,x) 里 ， 所 取 的 单位 长 的 节 的 个 数 是 和 NN, M 
题 是 求 N 的 平均 数 作为 * 的 防 数 。 这 个 问题 显然 就 是 在 一 条 长 度 
为 x 的 路 上 停 单位 长 的 车 的 ii 题 。Renyi 的 主要 结 困 是 ， xe 
co 时， 随机 地 停 在 一 条 长 度 为 工 的 路 上 (单位 长 ) 的 车 的 个 数 六 和 
路 长 xY 之 比 ， 其 极限 是 CL=0.74759…。 

这 个 问题 为 几 个 作者 所 推广 ”Ney[449] 考 虑 了 具 有 随机 长 
度 的 车 的 停车 问题 。Dvoretzky E; Robbins[156 JAH T XFN) 
的 某 些 极限 定理 。Mannion[389] 证 明了 当 所 给 妾 的 长 度 变 成 无 穷 
大 时 ， 它 里 面 停车 所 丘 据 的 部 分 的 方差 和 cx 成 正比 ， 其 中 x 是 
YE» Moe =0,035672C2 9 [440D. STREN 题 以 及 这 个 问 
题 到 高 维 情况 的 推广 ，Solomon[616,618] 提 出 了 一 些 建议 ， 并 列 
出 了 文献 。 关 于 二 维 的 款 ， 参 看 Palasti[ 467] 和 Gani[ 2123, Be- 
rnal[28]，Bernal， Masson 与 Knighi[291 以 及 D.G .Seott(602 f 
究 了 三 维 空间 里 关于 随机 空间 填充 和 随机 停车 的 若干 问题 ， 主 要 
是 联系 着 有 具有 液体 结构 的 模型 。 
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第 三 章 ”平面 里 的 直线 集合 


1. 查 线 集合 的 密度 


确定 平面 里 一 条 直线 G， 我 们 用 垂直 于 G 的 方向 和 一 个 固定 
方向 所 作 的 角 (0o 2:0 EAR C 从 原点 0 的 距离 PCO<P), 5 
bs 0,0 是 从 原点 到 直线 的 垂 足 的 极 坐 标 。 这 样 < 的 方程 是 (图 
3.1) 
xcosh+ysinp-p=0, (3.1) 


图 3.1 


一 个 直线 集合 X 的 测度 可 以 用 任意 具有 象 
mX) = | 100,649 Ado (3.2) 


那样 的 积分 来 确定 ， 其 中 f 必须 遵照 某 些 联系 到 问题 性 质 的 判别 
标准 (或 判 准 ) 来 确定 。 在 积分 几何 学 和 几何 概率 论 里 ， 所 选 的 判 
准 要 求 测度 在 运动 群 中 下 不 变 。 


经 过 一 个 运动 u(2.1)， 直 线 (3,1) 变 成 
x cos(® — a) + y sin(p -a) (p-a cos $ -b sin 9) =0, 
和 (C3.1) 比 较 ， 可 见 在 运动 uC(4,b,0) 下 ，G 的 坐标 7,$ 按照 
p’=p—acosa—bsina, d’=d-a (3.3) 
Tm, BdpAdd=dp’ Add’, BRT BRA X =uX 的 测度 
是 


mX Y= | 10,940 Nad’ 


=| Jp - acos a — bsin a, $ — a)dp Add, (3.4) 
x 


若 对 于 任意 集合 头 ， 要 求 mOX)mQX/), WH (3.2) 和 
《3.4) 得 f(p -aco 由 -bsing, 由 -ca) =f, 0) ,而 由 于 这 个 等 式 对 
王 一 切 运动 4 成立， 就 得 P.O) = 常数， 选 这 个 常数 为 1， 就 
得 : 

ER CCP ,9) 的 一 个 集合 的 测度 ， 用 限 分 齐 式 

dG = dp Ado (3.5) 
在 该 集合 上 的 积分 来 确定 ， 这 个 徽 分 齐 式 叫做 直线 集合 (或 线 集 ) 

除了 一 个 常数 因子 外 ， 这 是 在 运动 下 不 变 的 唯一 密度 。 密 谋 
《3.5) 将 总 是 取 绝 对 值 。 

我 们 将 给 出 密度 (3.5) 的 一 个 直接 应 用 。 设 D 为 平面 里 具有 
HRS 的 一 个 区 域 ，G AMD 相交 的 一 条 直线 。 对 (3.5) 两 边 R 
EUX GOD 的 长 "， 并 对 一 切 直线 G 取 积 分 ， 则 因子 odp HO KH 
面积 元 素 ， 对 于 任意 固定 的 (06-22), Xt dp 的 积分 是 而 积 
F, tk 


Lo... 24 ==xF, (3.6) 

dG 前 其 他 形式 。 车 直线 CG AMF p, OBER IHRE, 

则 dc 的 形式 也 不 同 ， 这 些 其 他 形式 可 以 通过 简单 的 坐标 变换 得 
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al. 
(a) 若 确 定 G 时， 用 的 是 它 和 * 轴 所 作 的 角 9 REA x f 
交点 的 可 坐标 x (图 3.2)， 则 
p= xsin 0, $20—x/2, 
因而 
dG = sin 9dx Ade, (3.7) 


(b>) 4G AE ea EMRE, MU 
p=xy(x?+y?}7172, $ — arc tan(x/y), 
因而 


xy 
IG = vu yrs Ay, (3,8) 


(O) 车 C 用 写成 形状 ux + vy +1= 0 的 方程 中 的 系数 u,v 确 
定 ， 则 在 (3.8) 中 ， 有 
x=1/u, y=-1/0, 
因而 


_ duAdv 
一 Cu? + v?) 372 LI 


(3.95 
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(d) 3E C 用 从 原点 到 它 的 垂 足 的 坐标 ,4 确定 ， 则 
č =pcos D, n = psin $, 


pi itu 
dG= N (3,10 
ce) 设 PCxX, 四 为 G 的 一 点 ， 而 9 为 G 和 x N PE FB. 
有 
p = xsin 8 — ycos 0, 9 =8- 7, 
因而 


dG = sin 0dx A dé — cos Gdy Ad0, (3.11) 

一 切 这 些 dG 的 表达 式 都 必须 考 碟 它 的 绝对 值 ， 因为 我 们 把 
一 切 密度 看 作 古 正 的 。 
2. MERMA REMESAS 

BAYER MARA AE 0 EA. Me Oc 
KAES, ME»=» OAK ABRO BS SERERE. 应 用 (3,5) 和 和 
(1.6), RE 

m(G:GN KF) =| apAdo= | pap=z, (3.12) 


其 中 工 为 93KCK 的 周 长 ) 的 长 。 于 是 有 ; 

和 一 个 有 界 凸 集 天 相交 前 线 集 的 测度 等 于 开 的 周 长 。 

用 几何 概率 的 术语 表达 ， 我 们 就 有 : 

设 玉 为 有 界 西 集 ， 帮 |  ASAKLHGH. AU Rep MER 
G 和 相交 ， 则 它 和 入 ， HRORBR HL /L, PLL BK 
AK, K WÄR. 

由 (3.12) 和 (3.6)， 还 可 以 推 得 一 条 随机 直线 被 一 个 "EK 
所 截 的 疹 长 的 平均 值 

E(o) = aF/L, (3.13) 
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其 中 三 为 天 的 面积 ， 工 为 其 周 长 。 
E 为 平面 上 一 条 逐 段 可 微分 的 曲线 ， 具 有 有 限 长 二 。 设 用 
HARE 
x=x(s),  y=y(Cs) (3.14) 
确定 ， 其 中 s AA. GC HMC 相交 的 直线 ， 交 点 AY, C 
和 曲线 在 这 一 点 的 切线 作 9 f8. As OME RRC, RMA 
5,0 来 表达 dG, RPA 
p=0+T-(Cx/2), (3,15) 
其 中 + 是 C 的 切线 和 x DER fS. 
由 于 x,y 是 6 的 点 ， 我 们 有 5=xcos $+ ysin, Wiif 
dp=cosp dx + sin D dy + ( x sin $ + y cos do, 
但 
dx = cos t ds, dy =sinr ds, 
B 
dp = cos(p — rds + ( — xsin d+ ycos bo, 
取 和 dg 的 外 积 ， 得 
dG = dpA d$ = cos($ — ri ds A d$, 
WAGE CS. 1S), HIF dó-40-e:'ds, Kir 
dG = |sin 0|ds A dO, (3.18) 


其 中 图 了 lsin 1， 加 为 一 切 密度 都 是 正 的 。 
现在 对 一 切 和 C 相交 的 直线 取 (3.16)? 两 边 的 积分 。 在 右边 
们 有 


$ 


L x 
| ds{ sin 8|d8 = 2L, 
0 Jo 


而 在 左边 ， 每 一 条 直线 和 C 有 多 少 交 点 就 计算 多 少 次 。 设 这 个 数 
Bn, 则 有 


N 


[nac =22, (3.17) 
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其 中 积分 范围 是 平面 上 一 切 直 线 ， 对 于 和 和 C 不 相交 的 HR, n= 
0。7=2 了 时， 我 们 再 次 得 (3.12)， 

我 们 对 于 逐 段 可 微分 的 曲线 证 明了 (C3.17)， 但 它 对 于 任意 可 
求 长 曲线 都 成 立 [377,51]。(《3.17) 左 边 可 以 作为 二 个 点 的 连续 统 
HERE, MY eee BEND Favard 长 [L172,604]。 把 (3.17) 的 积 
分 作为 Lebesgue 积分 而 不 作为 Riemann 积分 的 重要 性 见 [171] 。 

公式 (3.17) 可 以 用 来 度量 曲线 的 长 .遵照 Steinhaus[ 625,626] 
的 办 法 ， 我 们 进行 如 下 。 在 一 张 透 明 的 材料 上 ， 画 一 族 等 距离 的 
平行 线 CG (1=1,2,+*) .把 它 铺 在 要 量 长 度 的 曲线 弧 C 上 。 设 C 和 
CET MA As So DUA BR. 今 透 明 片 作 转 角 (k/m)x 


(kK=0,1,—,m-1), RAS PRA, MORAN = X. 设 a 


为 Gi 和 Gui 之 间 的 距离 ， 就 得 
Naa 
2m 


(3.18) 


作为 C 的 长 的 近似 值 (因为 它 是 二 |maG 的 近似 值 )。(3.187 的 准 


RES aRmAK, 3 a0, moo, (3.198 FCH K. 
Moran 估计 了 用 这 个 方法 产生 的 误差 [427]。 


3. 同 两 个 凸 集 相交 或 把 它们 隔 开 的 下 线 


BALK, AEBS ARR, L,L 为 它们 边界 K, 
aK, 的 长 。 

K UK, 的 西 包 ( 一 个 点 集 的 凸 包 是 含 该 点 集 在 内 的 一 切 凸 集 
的 交集 ?的 边界 称 为 五 UK DARDO CO. MIRE. TOUS, 
AI RSS 和 天 。 的 弹性 闭 线 来 表现 (图 3.3)。 设 Le 
AC WK. HANK =O, 象 图 3. 3 那样 ，K, 入 ,还 有 一 个 内 
R2C, CMR K AK, WE K,,K, 之 间 的 一 点 0 交叉 


@ Exterior cover. 一 一 译 者 
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的 弹性 闭 线 来 表现 。 设 Li 为 C 的 长 。 

尽管 0K,,0K,,C,,C, AARM, RECITA R A m pih 
BR, 9K,,9K,, C, 的 撑 线 属于 测度 为 零 的 一 个 点 集 ， 除 了 这些 之 
Sb, fal K, fn À, 相交 的 每 一 条 直线 都 同 曲 线 3K1,3K。 和 C。 各 有 
两 个 交点 ， 而 同 Ct 有 四 个 交点 ， 故 共有 十 个 交点 。 设 maie 为 这 个 
£x fm DU E 

ALA, 或 天 相交 但 和 它们 不 同时 相交 的 直线 同 曲线 3Kk ,3Ka， 
Ci, Ce 有 六 个 公共 点 ! 设 me 为 这 个 线 集 的 测度 。 把 天 :和 天 隔 
开 的 直线 同上 述 曲线 有 四 个 公共 点 ( 同 Co,Ci 各 有 两 个 公共 点 )， 
Em 为 这 个 线 集 的 测度 ， 

由 于 同一 个 凸 集 相交 的 直线 的 集合 的 测度 等 于 它 的 周 长 ， 同 
. ,相交 但 不 同 K, 43, RE K 相交 但 不 同 Ky 相交 的 直线 集合 
的 测度 ms ,ms 是 


me =L- Mw,  m¿=L,- Mos (3.19) 
因而 
mg = L, + Lz- 2m. (3.20) 
AFC. E THE, 
Ma + Me + Mio = Les (3.21) 


而 把 (3.17? 应 用 于 四 条 曲线 9K,,2K,,C,,C. 所 构成 的 整体 ， 又 得 
4m, + 6m, + 10m, = 2(L,+ La + Le + Li). (3.22) 
由 (3.19) 一 (3.22)， 得 
m,=L,-(1,+4L,), m, =L,-(L¡- Lo), 
ms = L- (Li— Le), Mio = h- L 


ro 
Cu 


.23) 


ee 


AE RUR, BE: 

(a) Fl E, AUK, 相交 的 一 切 直线 的 测度 是 Li- Le 

cb) LK, 相交 但 不 同 K, 相交 的 直线 集合 的 测度 是 L- CL, 
-L), H K, 相交 但 不 同 K, 相交 的 直线 集合 的 测度 是 Lr- CL 
一 Lo. 

(O 把 K, MR IO HARSH Li- (L+ Li). 

LERMBEZTKNK=-2. KENNER, RAS Li 
=L, + Lys (a) 一 (c) 诸 结果 仍然 正确 。 

用 几何 概率 的 术语 ， 这 些 结果 可 以 叙述 如 下 ， 

设 大 , 和 ,为 两 个 有 界 吓 集 。 EC 为 在 平面 里 随意 选取 ， 但 
AK, 和 K, 的 凸 包 相 交 的 直线 ， 则 ， 

(a) GAK, 和 KK, 相交 的 概率 是 

pCG (1 K,z5 e GN K, 42) = CL, 一 L/L. 
cb) GAK 相交， 但 不 同 K, 相 交 的 概率 是 
PGA Keg GOK =p) 21H Ls, 
同样 ， 
pCGN Ko SGN KO) =1~ 7%, 
Co) GEK, 入, 隔 开 的 概率 是 


KENK, GNK = gen A = I Ont ED, 
BANK AS, ELHARH, MF Li=L+L,, WRZ 
EH K 相交 的 直线 ， 则 采取 类 位 论点 ， 我 们 得 下 面 的 结果 ， 
d; 上 ,和 不 ,为 平面 里 两 个 有 洗 同 集 (不 论 它们 是 否 有 重 营 )， 
HK, 的 一 条 随机 继 入 ; 相交 的 概率 是 
p=(l,-L,)/L,, 
其 中 ， 当 Ku] KAO, LANEK, mé KAKES Eb, Ls 


38 


=l 4L, 

上 面 的 结果 是 Sylyester[665a] 的 工作 ， 他 还 考虑 了 多 于 两 个 
CROEN. ART SRT RG A E C 和 一 条 随机 直线 的 交点 数 的 
分 布 ( 浊 ， 对 于 每 一 个 ，G 和 C 有 上 个 交点 的 概率 》， 人 们 所 知 
¿POR Salanke[662] 和 Ambercumjan[6])。 


4, 几何 应 用 

CO) 设 C ART CR PMMA, CHA 向 的 ， 即 具有 
BEINEN. Bs 为 C MRE, (RRC 的 切线 和 一 个 固定 
方向 ， 例 如 x 转 ， 所 作 的 角 。C 的 曲率 是 k=dr/ds 而 绝对 总 曲 
R u AR HS 

ca= | Ixlds= f jaz] (3.24) 

WE. 

Ar CO XC C 的 无 向 切线 中 平行 于 方向 7 的 个 数 ( 例 如 在 图 
.4 里 ，v=6)。 由 于 在 (3.24) 右边 的 积分 里 每 一 个 方向 v 出 现 
y《T) 次 ， 方 程 (3.24) 可 以 写成 


图 3.4 


ca = [ven ldz], (3,25) 


另 一 方面 , 若 直 线 G 平 行 于 方向 v 而 和 C 相交 于 nn 点 Pi;, 则 C | 
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至 少 有 7 条 平行 于 G 的 切线 AEB PP, PaPa ,PP 
P,P EEDA A) , Kin dzre). 利用 (3.17) ， 有 


2L = f ndG | »dG = | vdp Adr 
GA Cø GnC*g GünC»2 


< Anf v|dr| = Amta, (3.26 
0 


其 中 工 为 C 的 长 而 4m 是 最 大 幅度 、 

特殊 地 ， 若 在 一 个 半径 为 7 KAA, M 4 入 2r, 因 而 有 下 
面 的 Fairy 定 理 L169J， 

著 一 条 长 度 为 工 全 曲率 为 ce 前 平面 闭 昌 线 可 以 含 大 半径 为 了 
WBA, WLS a 

CD) BRAGA MRA, ARAL IRGC, G' 为 两 条 
直线 ， 它 们 和 3K WHAM AMAT AM Ks,s’, 40,9 RAC, CG 在 
它们 同 边界 OK AGA SAUER PER AR, 0,0 AC, C^ 被 K 所 截 的 
AK 3.5). SRR 

I= | cosing’ - g'sin0)ds Ade Ads’ Ad, (3.27) 


TU BEI 0<s<L, 0<s «CL, 0«:0,0/ «x, 按照 (3.16 , 
sindds A d8 = dG ,sin0/ ds" Ad0' =dG’, RE 


Pozas = er, f sin?0d0=x/2, (3.28) 
其 中 第 一 个 积分 是 根据 极 坐 标 里 的 面积 公式 。 关 于 G ， 有 类 似 的 


公式 。 故 


I= 2xC2F-3| ac | of d! G! =onF(L?~ AxF), 
G' nKeg 


GnKeg 


在 这 里 我 们 应 用 了 (3.6)， 并 且 注 意 到 在 积分 (3.27) 里 ， 每 条 线 
GC,C' 都 计算 了 两 次 ， 对 每 个 和 3 天 的 交点 计算 一 次 。 
但 显然 ! 宇 0， 干 是 已 经 证 明了 经 典 和 的 等 周 不 等 式 


L? ~ 4nF>0, (3.29) 
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m 3.5 


车 1=0, 等 号 成 立 ,这 时 0/sinb = c /sind’ ,表明 天 为 一 个 圆 ， 
这 个 证 明 是 Blaschi ^ 112387, 
(3) 设 一 条 长 度 为 上 的 曲线 含 在 一 条 长 BAL, AR 
内 。 若 考虑 一 切 和 C ,相交 的 直线 G， 这 些 直 线 和 C 的 交点 数 的 平 
均值 为 Ecn) 2 2L/L,. Bp FAR ETE SERI C 交点 数 不 少 于 ECn) 的 
内 , 则 看 在 着 和 它 至 少 交 子 AL/LABER, 


5. 注 记 与 练习 


(1) 关于 凸 线 的 等 周 不 等 式 的 又 一 证 明 . 设 C 为 属于 C4 类 
H3 — AR ER LEA. 4, 为 C 同 直线 GC, 9008972 )j& ds, ds, Ay CE 
4,，,4: 的 弧 元 ,00: 为 C 同 C 在 4,,4。: 的 切线 所 作 的 角 . 容 易 看 出 . 
odG = sind, sinf ds, Ads», (3.30) 
Kho DKA A 的 长 。 对 一 切 和 C 相交 的 有 向 直线 取 积 分 ， 得 
2xF = ES | sind, sind, ds, 
= EE | Leosco, ~ 0,) — cos(, + 0,)1ds,. 


积分 | 20800, + .ds* 等 于 C 在 该 曲线 在 A 的 切线 的 射影 ， 因 
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mere. TAA 
4aF = L? 2] as, f, sin? Lo, —0,)ds,, (3.31 
这 包含 等 周 不 等 式 [~ 41 F>0, KAMEN Pieijell479]W. 
一 个 更 带 普 遍 性 的 结果 可 以 从 公式 


| o"dG -£| | a*~ !cos8,cos6,ds, A ds, , 
enero 2 JriL 


NN o*dG =L f [,0*"*sind.sind,as, À ds, 
推 得 。 它 们 给 出 下 面 的 Ambarcumjan 公式 [7] 《对 于 任意 7 二 0)， 
2n + Df c*dG 


gno*o 


=nf f o7 ras Ads - anf f o7 aine (ne Jas Ads, 
当 n = 1 时 ， 它 给 出 等 周 不 等 式 。 
由 此 ， 可 以 推 得 


*d nl f 4-3 
| 7 C Xr L 17 ds, Ads». (3.32) 


n= 1 时 ， 由 此 即 得 等 周 不 等 式 。 

Banchoff 与 Pohl [20] 48 Pleijel 的 证 明 推 广 到 非 简单 曲线 。 
那 时 ， 曲 线 把 平面 分 割 成 车 干 块 ， 每 块 面积 附加 一 个 权 ， 等 于 其 
回转 数 ， 这 些 加 权 面 积 和 取代 了 F， 即 


元 2 一 ax [| sra Po ， 


其 中 积分 范围 是 整个 平面 .所 谓 已 点 相对 于 曲线 的 回转 数 ” w(P) 
就 是 当 一 点 羡 线 曲线 一 周 时 ,矢量 PX 线 P 点 转动 的 周 数 . 当 曲 线 
为 圆 或 绕 几 次 的 贺 时 ， 而 且 只 在 此 时 ， 等 式 成 六。Banchoff 与 
Pohl 还 把 这 个 等 周 不 等 式 推广 到 任意 维和 任意 余 维 ， 风 第 1 4 章 第 
7 节 注 记 8 。 


O Linking number。 一 一 译 者 
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(2) 两 条 曲线 的 距离 。 设 C, 和 C: 为 平面 里 两 条 曲线 ， 令 
Ni(c),Ns(G) 表 示 它 们 和 一 条 动 直线 G 的 交点 数 . 在 整个 平面 上 
取 积分 

(C1,C2) = JINO) _ N,(G)|dG, (3.33) 


并 把 它 叫做 CC: 的 距离 。 

车 Ci 和 Cs 为 可 求 长 HR, 距离 (0,0) BAAN, AA 
(CC) Ca) SL, + 上 ,。 证 明 这 样 确定 的 距离 满足 条 件 ， 

(a) (C,,C,) 20; 

(b) (0,0, = (C,,C,)5 

(0 (€,,€2) + (C,,C,)>(C,,C3), 

2:C,,C,7j Jordan 由 线 〈 即 一 个 线段 或 圆 的 间 腑 象 》 ， 则 由 

(CC = 05i C=C, 有 了 这 些 定 义 之 后 ， 证 明 ， 

a) BO MC ENTER, mC FECA, WCC, Ca) = L- Li 

Qo CCA MR, MAC EC. 5p, MI (Ci, C) = L+ 
L,-2QL; - Le), HPL, LC, OC. ASM PRK C m GL 
[825D 。 

C3) 凸 线 的 非 对 称 值 。 已 给 具有 长 度 工 的 曲线 C ， 设 C* 为 
C 对 于 一 条 直线 Go 的 反射 象 , 则 距离 (CC,C*) 可 以 称 为 C 对 于 Go 的 
非 对 称 值 .使 得 非 对 称 值 CC,C*) 达 到 最 小 值 的 直线 Co 叫做 C 的 对 
称 轴 ， 而 1 - minCC,C*) 则 称 为 C 的 对 称 指数 。 这 个 Steinhaus 所 
给 的 定义 可 以 和 凸 线 的 其 他 对 称 定义 比较 (例如 Grünbaum[ 246] 
的 定义 ) 。 

C4) MIKE. BE-TERC, EZ2EGDOCnazm 
Kis Wm ans AEN Sm, Swe =m, Steinhaus 625 ] 把 积分 

bn zi (3.34) 

RACH mG KE. HERA CATR KAMA, MLE! 
MERK, ml ASR. 
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(5) 不 可 分 隔 的 凸 焦 组 。 已 给 平面 里 ?个 闭 凸 集 开 ii(G = 1， 
2.…,n), 若 有 一 条 直线 G 不 和 任何 K; 相交 ,而 且 把 平面 分 为 两 个 
半 面 ， 其 中 每 个 含有 这 少 一 个 XK;:， 则 这 一 组 凸 集 称 为 可 分 隔 的 。 
在 相反 的 情况 下 ， 这 一 组 屿 集 称 为 不 可 分 隔 和 的。 可 以 证 明 以 下 定 
理 ， 设 Ki = 1,2， 1) 为 一 组 不 可 分 隔 的 凸 集 ， 而 天。 为 它们 的 
hi, Mli Di Ri 依次 表示 Ki 的 外 接 圆 的 周 长 ,直径 和 半径 , 则 


LN. DD, RES. 
UU Hadwiger[ 266], A.W Goodman 5 R.E Goodman[233].) 
(6) 经 过 反射 和 折射 密度 的 不 变性 。 假 定 直线 6 是 光 射 线 
的 轨道 ， 它 身 到 一 条 固定 曲线 C 上 而 按照 反射 定律 被 反射 ， 即 反 
SEP AR A. 这样， 车 9 为 直线 C AC 的 切线 所 作 的 角 ， 则 
UI lal CA ER "SE fS fadi O* = -4 图 3.6)， 而 利用 dG 的 表达 


式 (3.16)， 就 有 dC =dG*( 按 绝对 值 )。 因 此 ， 经 过 反射 ， 寄 度 
dG 不 变 。 


图 3.6 


d 假定 曲线 C 把 两 个 介质 隔 开 ， 它 们 的 折射 指数 依次 是 mr: Mn, 
(图 3.7?。 若 已 和 里 依次 为 人 射 朋 和 折射 角 ， 则 光学 中 经 典 的 
Snell 定 律 指 出 
sin 1,/sini, = rig/ri,, 
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另 一 方面 ， 切 线 和 入 射线 CAEN Hak 0 = 1/2 — ura Ix 和 折 
射线 Cs 所 作 的 月 是 4 = /2 -ba， 因 此 ， 利 用 (3.16) ， 就 得 
dG, = —cos:,dsA di, = — ds A d(sim,), 
dG, = — cosi,ds A di, = — ds A d(sini,) 
= - (n,/n,Jds A d(sini,) = (n,/n,)dG,, 
因此 ， 当 光 线 从 折射 指数 为 mm 的 介质 到 折射 指数 为 m 的 介质 时 ， 
密度 dc 乘 以 常数 因子 nuns. 


"8 3.1 
ZE-TEZHNERTER IF ER, eee TIRE 
Muller tn 但 光线 入 射 时 的 第 一 介质 和 光线 最 后 出 现 的 介质 
He, Bn, = mm。 我 们 有 
dG m= (Mg /ngdGa., 
= C. ay Cuna IT m 
moe = CM cee) / (yn, reg AG, = dG,, 


因此 ， 通 过 光学 装置 传播 时 ， 光 线 密度 不 变 [40]。 

(7) G.D Birkhoff 的 凸 台 球 桌 . EC 为 平面 里 一 条 闭 凸 曲 
2. BE-AP TEC 内 部 运动 而 和 C AMEN, HI “A AST 
反射 角 ” 的 定律 继续 运动 、P 的 轨道 决定 于 线 OA 的 长 s CO EC 
上 任意 选 定 的 点 ) 和 直 6=4P 同 C 在 4 的 切线 所 作 的 角 aC0<o< 
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x)( 图 3.8)。 按 照 (3.16)， 直 线 的 密度 可 以 写成 dG =sinads A da, 
而 由 于 这 个 密度 经 过 反射 不 变 ， 可 知 微分 齐 式 sinadsA da PH 
运动 中 不 变 ( 见 Bixkhoff 的 书 [31] 以 及 Arnold 5 Avez[13]), 


(8) Feller 的 一 个 不 等 式 。 设 万 为 平面 里 含 于 么 圆 内 的 区 
域 ， 其 面积 等 于 FP。 假定 任意 直线 和 了 的 交集 的 测度 不 超过 一 个 
常数 4 过 1。 则 必然 有 二 24。 这 在 下 面 意义 是 可 能 的 最 好 结 
果 ， 那 就 是 ， 已 给 任意 小 的 。 之 0， 存 在 着 一 个 区 域 ， 它 和 任意 直 
线 的 交集 的 总 长 不 超过 4， 而 它 的 面积 >>24 (1 ata.) CH 
[184]), 其 中 e 的 值 任意 小 .Ueno 及 其 合作 者 [682] 和 Santalo[563] 
把 这 结果 推广 到 球体 以 及 非 欧 空间 。 若 乙 是 凸 集 , 就 有 Fara, 
其 中 等 号 在 刀 为 加 时 成 立 ， 而 且 只 是 这 时 才 成 立 [30a]。 

(90 一 个 积分 公式 。 设 C Him BMRA, 它 的 
KEL, SBMA aides yan( 图 3.9)。 设 AL AL A 
HERG 同 C HR. OHI AA 的 长 ，91,9, 为 G 辐 C 在 4,, 4, 的 
RAMENA. MATHAR 


o 1 m 
—d = — L? - +) 3 
mE sind sing, G 2 zei . (3.35) 


(10) 平面 线性 图 。Salanke[6224 考 虑 了 下 面 一 种 问题 .一 
个 线性 图 是 由 有 限 多 个 点 (顶点 ) 和 有 限 多 个 曲线 段 ( 边 ,假定 是 可 
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加 3.9 

隶 乓 的 ) 所 构成 ， 每 一 条 边 连 结 两 个 顶点 ， 任 意 两 边 没有 公共 内 
点 ， 而 每 个 顶点 是 至 少 一 条 边 的 端点 。 对 于 每 一 个 图 Q ， 规 定 一 
组 实 数 Pi(0)(i1=1,2,-…)， 等 干 一 条 随机 直线 和 8 相交 于 恰好 ı 
AT) CHR. 

定理 ”一 个 直线 图 是 Euler 图 (这 种 图 AE, HE 着 一 
条 通过 夯 条 边 恰好 一 状 的 运行 路 线 ， 它 过 每 个 顶点 ， 而 且 姑 点 和 
终点 相同 ) 的 一 个 充 要 条 件 是 ， 对 于 一 切 奇 数 ! ，Pi =6, 

具有 令 pi>0 的 同一 组 自然 数 {ttp,tv} 的 图 称 为 同类 。 提 
HORTA, ERNTE-AHRR << is MA PE 
性 图 。 对 于 in<5, Sulanke 解决 了 这 个 问题 ， 但 {1,2,5} 和 {1,4， 
5} 是 例外 。 最 近 Hristov 证 明 {1,2,5} 这 一 类 不 存在 (M.R.50， 
468295) , 

设 Q 为 线性 图 ，G 的 随机 直线 . 在 G 上 取 G 和 QQ 的 交集 GQ 
里 的 第 一 和 最 后 点 的 线段 so, 则 Q+ se 也 是 线性 图 , 设 c 为 OHM 
平面 时 所 形成 的 有 界 区 域 ( 图 的 面 ) 的 个 数 ，ce 为 对 于 图 Qt+se 
HOF Be. RR, OAR ERD, M cc 的 期 望 值 是 -1+ 
27(C)/L(Q*)， 其 中 上 L(Q) 是 的 总 长 而 LCQ*) 为 0 的 是 包 长 。 

用 Ne(@) 表 示 一 条 直线 C 和 @ 的 交点 数 ， 则 m(G,Ng(Q)+ 
Ne (Q ) 表 示 交 点 数 Ne(C) 和 六 ec(2“) 不 相等 的 直线 C 的 集合 的 
MP. Xi ERZ E, (0,0) =m(G¡N«O)ENA¿CO") 
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确定 一 个 度量 。 可 与 注 记 2 的 距离 相 比 较 。 见 [862.1。 
《11》 一 种 平均 自由 路 。 设 平面 里 分 布 了 落 片 ， 每 单位 面 和 
里 薄片 密度 是 局 个 ， 其 平均 面积 为 F。， 平 均 周 长 为 L。， 则 通过 平 
面 的 平均 自由 路 是 
Eco) =(1-F,D)/L,D, 
车 薄片 为 半径 等 于 ? 的 圆 片 ， 则 
Elo) = (1 - ar? D)/2xrD, 
mär 很 小 时 ， 这 个 值 可 以 用 1/2xrD 连 近 ，。 

在 空间 上 s 里 ， 设 随机 地 均匀 分 布 了 质点 ， 其 密谋 是 每 单位 体 
积 D 人 个， 质点 的 平均 体积 是 v ， 平 均 表 面积 是 / ， 则 对 于 一 个 型 
点 ， 平 均 自由 路 是 ECo) 2 40 7 vD)/fD, ABAD, LE 
Eco) 2 4(D)^!, 

Polya[ 486 ]H] PMGAR EY Re. GEA 树林 ， 
APRA OD, BEAR MMA DE, MAS 
径 是 ” ， 则 作为 平面 平均 自由 路 是 从 树林 中 一 点 平均 可 见 距 离 。 
在 空间 , 则 平均 自由 路 是 在 随机 地 均匀 分 布 的 ,平均 密度 为 D 的 ， 
雪花 从 中 的 平均 可 见 距离 。Santalo 考 虑 了 路 线 属 于 一 种 已 知 类 型 
的 情况 。 


练习 ] BABAKEST LOAM, LARR AB k, ET 
构成 一 个 凸 集 的 边界 。 证 明 ， 一 条 和 这 个 凸 集 相交 的 随机 直线 和 
蓄 438 相 交 的 概率 是 2Lo/( 工 + Ly), 

472 ” 若 已 知 一 条 随机 直线 和 已 给 正方 形 的 一 边 相 交 ， 讨 
明 它 也 和 对 边 相 交 的 概率 是 p= 2 — 1, 

练习 5 车 已 知 一 条 随机 直线 和 已 给 正方 形 的 一 条 对 角 线 椎 
交 ， 证 明 它 和 为 一 条 对 角 线 相交 的 概率 是 p=2- VW 2, 

练习 4 ”在 一 条 长 度 为 上 的 闲 凸 线 C EH, VER m Art eC, 
FERAL G21,2,-,m)(83.10. ER: FACE, INA 
条 Ci 相交 ， 耐 等 于 或 大 于 《224;) /的 整数 部 分 。 
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图 3.10 


练习 5 PER, KAWA R, KICK AMKA À BS n Æ D 
小 直线 同 K ,没有 公共 点 的 概率 是 Q - £,/L,)*, RPL Li Ak, 
,的 周 长 ， 较 困难 是 下 面 的 问题 ， 假 定 n 条 随机 直线 和 相交， 
求 一 个 和 ,全 等 的 凸 集 可 以 放 在 Ko 内 而 不 和 任何 所 给 直线 相交 的 
BUR. SEK 为 一 条 线段 或 圆 的 情况 。 
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第 四 章 ”点 偶 和 线 偶 


1. ABBE 


一 对 点 了 1CX1,y1) ,了 Pa《X2,ys》 可 以 用 四 个 坐标 XY1,Y1,X2, 92 € 
定 ,也 可 以 用 它们 联 线 G 的 坐标 5,8 和 由 P1,Ps BIA BBS tta 
确定 ， 其 中 总 为 坐标 原点 0 到 G 的 垂 足 (图 4.1)。 REME 
p,9,0,,t 来 表示 外 识 dP,AdP = dx, Ady,Adx, Adye. E AMA 


图 4,1 


x; =pcosġ —tysind, ^ y,-psin$ +ticos® (121,2) (4,1) 
故 
dx; = cospdp — (psing + t¿cosp)dg — sinódt,, 
dy; = singdp + (pcos ~ t;sin@)d@ + cospdt;, 
因而 遂 过 取 外 积 ， 得 
dP, = dx; Ady; = pdp Ado +dp Adt;-t;dp Add, (i=1,2) 
以 及 
dP, AdP, = (t, — t) dp Ado Adi, A dis, 
H T dp Ado = dC, 这 可 以 写 为 
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dP, AdP, = |t,-t,|dG Ade, Adt,, (4.2) 
ERRET t-t eta, DOS ED ERR AE. 


2. COUR RUE GRAM 
设 K 为 平面 有 界 山 集 ,而 0 为 直线 G EK". 3 BRD 


In= adC, = | r'dP,AdP, (4.3) 
s Pis P2€ K 


JGnKw-27 
其 中 于 为 整数 而 AK EAP, PAINE. 
为 了 求 1 和 六 的 关系 ,我 们 利用 (4.27， 并 注意 | 一刀 | =r. 
我 们 得 
In= (I-n "rar, Adt, AdG 


t 
E] 


E fac ^ as [T (t, tots + | ara | 


1 b 242 a+ 


- | 
(n4 2)(n-3)lenkec 


其 中 ,表示 对 应 于 0 的 端点 的 上 值 ， 因 而 -~ a= cc。 于 是 有 结果 


(b —a)***dC, (4.4) 


_ 2 
SCENE erm (4.5) 
这 公式 在 n= -1,0,1,2,… 有 时 成 立 。 公 式 (4.5) 可 以 写成 
=D, (4.6) 


这 在 7n= 2,3,4,… 时 成 立 。 当 ”=0,1 时 ， 利 用 (3.67 和 (3.12), 
得 

I=L, l =xF, (4,7) 
Ke LKR, FARE. 
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n=2 时 ，(4.3) 和 (C4.6) 化 为 
I, -| ordG =Í dP; AdP, (4.8) 
GnKx*ga Pı» P2CK r 
n= 3h, 由 于 J,=F?, 公式 (4,6) 化 为 
ns [ c*dG =3F?, (4.9) 
GOK=*Ø 


这 是 Crofton[133] 所 得 到 的 一 个 值得 注意 的 公式 。 
n=4ff, EH EQ) 为 K 中 两 点 的 平均 距离 ， 即 
Ecr) = E rdP, AdP,, (4.10) 


2JPyPg€K 
利用 (4.6)， 就 得 


.=| c*dG = 6F*E(r), (4,11) 
GOKes 


SK 为 半径 等 于 玉 的 圆 时 ， 通 过 直接 计算 ， 得 


2* 4° at LI 
1 为 偶数 时 ，/ ,= Uit Rt 


(4.12) 


、 EAS ES 
n 为 奇数 时 ， Ls ... ans eR 


MIT 不 是 彼此 独立 的 。 它 们 满足 茶 些 不 等 式 。 例如 13- 
41,20 就 是 等 周 不 等 式 (3.29)。 联 系 到 这 个 问题 ，Blaschke[ 51 
提出 以 下 命题 : 求 一 个 实数 叙 列 构成 关于 一 个 凸 集 的 氢 列 1 的 充 
RAT, MAS RHR EA, ATER CRE ARE — 
的 。 除 等 周 不 等 式 以 及 (4.9) 外 ， 下 面 的 必要 条 件 是 已 知 的 5， 


2.4595 
n=4,6, eft, 了 之 


A AA Old jén+1)/2 
23752 CAF x ry 


3 


O 原文 公式 (4.13) 有 误 ， 已 改正 。 一 -- 译 者 
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uu l 3 6 wee. 72 , 
n=5,7,*H, 1,2; 4 » s @+D° 


A om IDR 12 
x IS ; 


(4,13) 
2873 之 32m473 ， (4.14) 
对 于 任意 的 7n,k =0,1,2, =», 
2*1, k "MEFTT k 2*'" I, 
T; -( I +(,) Ex 
ater. 
+o + Dni 96 (4.15) 
0 
ot FER RO <<< MM, np, 
O > hras Booh. (4.16) 


不 等 式 (4.13) 是 Blaschke [35] 得 到 的 ，(4.14) 是 Carleman 
[81] 得 到 的 ， 那 里面 的 等 式 都 只 对 于 赔 成 立 。 不 等 式 (4.15) 与 
Hausdorf f (748 5] 8 (CH Shohat E Tamarkin 的 书 [605]) 有 关 ， 并 为 
Sulanke[659] 所 指出 ;参看 [339]。 不 等 式 (4.16) 容 易 从 Schwarz 
与 Hoider 的 经 典 不 等 式 导 出 。 关 于 GNnK MRK HRA, Hp 
— SR PR BL É £X G 和 一 个 固定 凸 集 开 所定 UE KH BUB, 参看 
Sulanke[ 659 ]#iGeciauskas( 217,218], Mallows SClark[ 333 JjE Hj 
I: BEATA ERE MER HN, HAAR 
SS RAM AB. XX UD HEAT T ER Blaschke 
命题 。 这 个 问题 竺 模式 辨认 的 某 些 方法 有 关 ( 见 [443a,457， 
6277), 
平均 距离 的 例 ， 从 定义 (4,10);， 利 用 (4.11), 通过 直接 计 
可 得 一 个 凸 集中 两 点 的 平均 红 离 。 

HFEA RWA: Er) = (128/450R, 
对 于 边 长 为 a 的 等 边 三 角形 . 


算 


> 


gafi 1 
E) =E 3 Tale 3). (4.17) 
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对 于 一 个 边 长 为 4,b HRB Ca 0i 


jra? b? at bt 
EQ) =p rar (8-55 ge) 


5 7b? a+d a? 222] 
> 


es (tog b + Flog a (4.18) 


其 中 4 为 长 方形 的 对 角 线 。 特 殊 地 ， 对 于 边 长 为 < 的 正方 形 ， 我 
们 有 

EC) =(a/15)0V 2 +2+5log(1+ v/ 22] 0,521a, 
SGhcsh[225] 探 讨 了 ， 在 一 个 长 方形 内 的 以 及 两 个 长 方形 闻 的 随机 
距离 的 分 布 。Fairthone[167] 得 到 了 一 些 其 它 结果 。 


sE 
J 
ES 
RE 


WGi(Qi.060,:- 1, 2289 A ET PG, WHE, RTI X 
轴 作 01,0 角 。 作 为 第 一 节 讨 论 问 题 的 “对 偶 ”， 我 们 将 把 外 积 
dG, AdG, 用 坐标 x, y,0,,0, 表示 。 | 

HINA CAN 4.20, = 0; - (1/2), An 

Pi = xcosd; + ysing; = xsina; — ycosa; (1=1,2), 


于 是 
do, = dai， 


dp, = sina;dx — cosa;d y + (xcosa; + ysina;) = da;, 
而 通过 取 外 积 ， 就 得 

dG, = dp; A dd; = sina;dx A da; — cosa;dy A daj. 
由 此 ， 得 

dG, AdG, = |sin(a, — a,) [dp A da, Ada, (4.19) 
这 就 是 (4,2) 的 对 偶 公式 。 
作为 第 一 个 应 用 ， 我 们 对 一 切 和 一 个 有 界 凸 集 下 相交 的 线 候 

计算 (4.19) 两 边 的 积分 。 根 据 (3.12)， 左 边 等 于 瞩 ， 其 中 是 
的 周 长 。 右 边 可 以 先 对 内 的 点 了 积分 然后 对 玉 外 的 点 积分 。 对 
TPEK, RHA 
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NET f. [1sinca, - 2 142, Ada, =2xF, (4.20) 
MOF OK 外 的 点 ， 若 c 和 Ap 为 天 经 过 书 的 撑 线 同 x 轴 所 作 的 角 ， 则 


f [ [sin Ca, —2,) |da, A da, 
= fas, (f ' sin(a, — a,)da, + fj sinc — a,)da,) 


8 
= f [2 — cos(a; — a) —cos( — a, Jda, 


= 2(B - a) — 2sin(B— a). (4.21) 
Bs o= f-aHK Bt P UARRA, M 
i= apf’ MAS Ida, Ada, = 2 rima, 
(4,22) 


而 由 于 (4.20) 和 (4.22) 之 和 必 等 于 L*, 3840108. FH Crofton 4 
式 
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Í (o — sino)d P = li ap. (4,23) 
P£k 2 


EH FEB A ADEK por (4.3). £838 133,144,335]. 


= 


图 4,3 


TER SRM BR À ALA RE A. I, mM 当 我 们 试 求 和 K 
相交 的 线 偶 时 就 得 (4.237。 所 以 这 两 个 公式 可 以 看 成 是 在 平面 里 
某 种 “对 价 ” 原 则 下 的 对 应 公式 。 当 我 们 在 球面 上 处 理 相同 问题 
时 ， 这 个 事实 表现 得 更 为 清楚 [539]。 


4, 随机 直线 对 平面 的 分 曹 
KK APRS AA RIA AOR. WP AEREA LA 


周 长 。 假 定 有 7 条 和 KK 相交 的 直线 GiCpi, pD (图 4.4)。 这 些 直 线 
拒 下 分 成 一 定数 明 。 的 区 域 ， 确 定 一 定数 日 的 顶点 ( 线 倘 在 
内 的 区 点 )， 和 一 定数 目 e ft, 在 图 4. 4 里， 
n=, ¢=11, v-5, e=25, 
我 们 将 求 cove ipti. 
SOR PR 0 ME, 根据 定义 


Eq) = n | PAG, A AG, Aw AdGne (4,24) 
+ G.nK- 


Beene CER) XO. Gk) AA M G NGE KH, À 
EF 1s; 否则 等 于 0 《为 完备 起 见 ， Ar vi; = 0)。 我 们 有 + = Nan, 
其 中 的 总 和 含有 nO-D/25. 043% GO K 的 长 ， 则 


fonda, AdG, = 2fonaG, =2xF, (4.25) 


其 中 积分 是 对 于 一 切 和 KK 相交 的 线 G， ,Gk 所 到 的 。 因 此 ， 


| vdG, À dG, A e AdG, 
0,0Krö 


ED o oaa PICS A A HG 
=n(n—1}xFL*-2, (4,26) 
因此 ， 
ES n AR RU ARR, AKAR APAE 
一 F 
Eq) = DE 。 (4,27) 


我 们 还 可 以 求 EC). Sx b. RNE 


L*E(v2) = | Ga + Dis + ee + Vnan) AG A dG,A AdG, 
G,nKus 


sfa, u sis AGA MG, 


i<j 
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zl ViP ka dG, A « ^ dG, 
G NEAD (o. etas) 


= 21 ( ” ene 


a 


+ aL Lo rime aG, Aac A dGx AdG, 


a | 
+ 21» ( Ñ Ja[ ramo a0. AdGsAaG,, (4.28) 


在 这 时 的 积分 1， 我 们 假设 {二 /过 k 过 6， 而 因子 3 的 出 现 是 根据 
可 能 性 vivrp ,vikvinsVipvUjk; 在 积分 l, RIMER 设 ı<ı<h, gh 
因子 3 的 出 现 则 想 提 可 能 性 UijDip sDijUin + UihVih, Bu, 我 们 有 


L*E(v*) = 2a( PP + pale ( yer 
2 4 


+ 241° ( f rá. (4.29) 
3 CORE» 
EU DI, Shef oo. cC, Bü 
F Ny Fe my] 

b Ew) = 2n( 。 E CE D (4.30) 
Bind; K BRR ARASH, M I206/228, E 

1 t a n f 
20, .一 E -2 
P Ec = 3(, +a, ) +15 (.)- (4.31) 


考 虚 n ZEN AREKTERRE TB. GINA Bo EVA 

及 边界 3K 构成 一 个 图 ， 它 有 "个 区 域 与 + 2n 个 顶点 (rv 个 在 K 
, 2n 个 在 边界 上 )?。 经 过 内 部 的 每 个 顶点 有 四 条 楼 ， 而 经 过 过 
界 上 的 每 个 顶点 有 三 条 楼 。 因 此 ， 由 于 每 条 楼 联结 两 个 项 点 ， 楼 


的 个 数 是。 = (au +6n)=2v+3n, FE MEuler AR v- e+e 
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=l, E 


2-U-c-Tn-Í. (4,32) 


注意 我 们 疫 有 考虑 多 于 两 条 直线 经 过 同一 点 的 情况 ， 也 没有 
Z 点 两 条 直线 交 于 边界 上 的 情况 ， 因 为 这 两 种 情况 下 的 测度 等 于 
等 ， 因 而 不 影响 结果 。 于 是 由 等 式 (4,32) 和 (4,27)， 就 得 

E(c) 2 n(n—- 1 (3F/L?) +n+l, (4.33) 

Bil. 

Jon À MAUR fe — PAR GIR dax. ede K SR 
ECDFRR, EQ (Ba 49 (4.33) Hm. 

现在 考虑 每 个 区 域 的 边 Se. Ve si 为 区 域 oi 的 边 数 (:= 1,2, 
,0)。 核 的 总 数 是 6= 2v+ 3n， 其 中 的 2n 属于 KK 的 边界 ， 故 内 
CHB) ER 是 2v + n、 由 于 每 条 内 楼 是 两 个 区 域 的 边 ， 而 边界 上 的 
每 条 楼 则 只 是 一 个 区 域 的 边 ， 疏 


e* = D a= 2(QU 4 n) + 2n = Av ^ 4n, (4,34) 


大 而 
E(e*) = E(Blei) = 4E(v) + 4n 


4n(n— DxaF 
= HOME ean, (4,35) 


同样 ， 所 有 区 域 周 长 的 总 和 是 


s- Ss 22 So 4L, (4,36) 
因此 ， 由 于 Eco) =xF/L3,13), ® 
E(s) 2nE(o) +L=2naf/L+L, (1.37) 


车 Gi Gy, G WEI nA KAR ER, BEKIR 
个 区 域 ， 这 些 区 域 的 边 的 平均 数 是 N = te KAREN EA 
随机 变数 ， 它 的 平均 值 的 表达 式 可 能 很 每。 我 们 代 之 以 下 面 平均 
值 之 商 


cn E) 4L? 
EN= Boy ~ ! am- DaFt (a DLs 039 


Fi, SQA AG ERS = s/c 的 平均 值 (难于 计算 )， 而 
写 出 下 面 平 均值 之 商 
E*(S) = 


E(s) 2xnFL + L? 

E(c) n(n—-1)aF + (n+1)L?? 
也 不 计算 区 域 面积 的 平均 值 A=F/e 而 写 出 下 面 平 均值 之 商 
_ FL? 

~ n(n- DaF +(n+1)L?* 


(4.39 


F 
EXA) = go (4.40% 


练习 证 明 n = 2 时 ， 
F (2L*— xF)F 
E(5)= eL? > 
| Bee E*(AY/E(A) = 6L'/(6L* + xFL? — on? F?) 
fu, KE, MI E*CA)/ECA) = 48/49, Yr SÓidAÁcP Nn S dH 
应 的 比值 。 


极限 款 ， 关 于 随机 直线 构成 的 多 边 形 的 平 均 值 。 设 KOH 
- Ki, t 228 MPOAKO 的 面积 ， 上 (6) 为 其 周 长 。 
假定 对 于 平面 上 任意 点 了 了， 有 一 个 et, GER ERG RS, PE 
KG), RARE to, KC) HES EN. 


引 理 我们 有 有 
e 
lim 6-0 (4,41 
H5KO)BSJETR IX. 


证 明 设 CCi) 为 含 在 上 (it) AMELIA, ROO ERES. 
设 0 为 COD 的 中 心 ，ht fuo 3m KO) AF O NHR. R 
们 有 


Fa) => [t ctodss, 


其 中 ds: ROKR pn $ MRA ELD ASM, MRA 
OK ENS, Ae CO) SRO), AA 


FO)RROLO. 


X Ht=00HH, R(t)>0, BRÍH(AL.4D. 
BREF KOAW-THAK, HEAD. EREA NA 
随机 直线 和 KC) FAAS, MIER BARA m RAK AE OA CR 


分 布 ) 是 
Pm = (NET a, (4.42) 


在 这 里 我 们 应 用 了 以 下 事实 ， 一 条 和 天 (9 相交 的 随机 直线 也 和 
Ko 相交 的 概率 是 25/L( 第 3 章 第 2 节 )。 假 定 KOOP ARAB FE 
面 而 且 当 ?= nm- 时， 下 面条 件 得 到 满足 ， 


n 
1 = u. — - (~ 
lim LD = 2? 4= 正 常数 。 (4.43) 


在 此 情况 下 ， 我 们 说 在 平面 上 产生 了 一 个 Poisson 线 族 ， 或 
者 ， 我 们 有 一 个 齐 性 平面 Poisson 线 过 程 [414]。 这 时 Pm 的 极限 


是 


A=ldim pm= 


bo 


ii yr Em) = Smp, -bA, Bari A 等 于 与 任意 单位 长 
线段 相交 的 直线 数 的 中 值 ， 而 人 … 则 是 与 该 线段 无 公共 点 的 直线 
段 之 长 的 中 值 。 
出 (4.27)> 和 (4.30)， 我 们 有 
limE(v/F) = (n4?)/4, limE(v*/F?) = (x?/44)/16, 
M e (4.45) 


bA)” 
Cou, (4.44) 


因此 ,方差 
vyarCv/F) = E(u? /F*) - (EQv/F))*-0. 
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BES, DAG PER RER, CHE 1 的 情况 下 ， 
lim = 2 (4,43) 
(uu F . i 
是 每 单位 面积 内 顶点 数 的 中 值 。 
按照 (4.432 和 (4.41)， 可 知 4 tot, n/F= (n/L)(L/F) 
一 0， 而 利用 (4.327， 就 得 随机 直线 把 平面 分 为 区 域 的 面积 中 值 


F 
E(A) = lim — = limQy/F +n/F + 1/F)- te, (4.47) 


关于 每 个 区 域 的 平均 边 数 ， 从 (4.34) 和 (4.327， 我 们 得 
Au +4n 


ECN) = lim. = lim LE = 4. 、 (4.48) 


而 关于 平均 周 长 ， 则 根据 (4.36)， 得 


E(S) = lim += lim 2220 1/n) + L/n 
[^ 


4 
n v/n+1+1/n I’ (4.49) 


其 中 我 们 利用 了 关系 

(0,/mM>E(0) s nF/L $n v/n 2 (/F)(F/LY(L/n), 

所 有 这 些 等 式 都 是 在 概率 1 (几乎 必然 ) 的 情况 下 的 结果 。 于 是 我 
TA: 

益 用 一 个 六 4 为 参数 的 齐 性 Poisson Z ib 4z Je AN 3) X, 3E 
个 西 多 边 形 ， 则 每 个 区 域 的 平均 面积 4 ,平均 周 长 S 以 及 平均 边 
ENRRA 

E(A) = 4/nÂt, E(S) 2 4/A, ECN) =4, (4.50) 
PER FES BI fÉ AT b> IH C4, 380 — C4. 40) HS EE TC RRB, 
参数 4 是 和 一 条 任意 单位 长 线段 相交 的 直线 数 的 中 值 ， 

Ricehards[510] 和 Miles[407,418] 利 用 概率 方法 获得 关于 这 些 
哩 机 多 边 形 的 其 他 几 种 量 的 中 值 。 我 们 叙述 Miles 的 下 列 结果 ， 
耐 不 加 证 明 ， 

E(N?) = (x? +24)/2, | E(SN) 2 (x5 8), 
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EC AN) = 22/4, ECS?) = [2(x* + 4)]/4*, 
ECAS) = 42/4, ECA’) = 8/A5, 


8x? — 21916 2567? 
E(N AY) = EP, ECSAD = Fr 


Eca = ir. 


在 Richards[510] 的 结果 中 ， 含 有 
&([reaP, par, )* (5/40 'rferye-onar, 


E([s@>4P, A aP, AAP, ) 
= (8/2142) f “rf (ryexp(- Ar/2)dr, 


其 中 p 表示 三 角形 P,P,P; 的 周 长 ， 而 左边 的 积分 是 在 一 个 有 代表 
性 的 多 边 形 上 下 的 (车 令 f = 1 就 得 EAD). X 
E( [reas ^ ds, ) = an [a + xÀr)f(r)e^"dr, 


drhds,, ds ET ARRENSUBEAF LOM, Mr 为 它们 
ZAR, 

这 些 结 果 的 严格 证 明 是 不 容易 的 ， 它 们 可 以 在 Miles[414， 
415,418] 和 Matheron[399] 这 一 系列 的 论文 中 找到 。 这 个 问题 起 
源 王 Goudsmidt[234] 的 较 早 的 结果 .Santal6 和 Yanez[592] 把 它们 
总 ,“ 色 双 曲 平面 。 关 于 用 随机 平面 分 割 6 的 问题 ， 见 第 16 章 第 4 
ris, 

在 平面 上 可 以 有 不 同 的 直线 过 程 ，Poisson 过 程 只 是 其 中 的 一 
例 ，j 生 由 于 它 的 简单 和 性， 也许 是 最 有 兴味 的 一 例 。 对 这 些 线 过 程 
以 及 关于 用 这 种 直线 把 平面 分 成 区 域 的 探讨 看 来 是 一 个 有 前 途 的 
$02. WEE SR Davidson 140 JA Krickeberg[ 345, 346 Ay EX 
Di E.F Harding 5 D.G, Kendall 所 编 的 《随机 几何 学 》 [234] 
(BAGH odis). 
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5. ic 

D 关于 凸 集 的 积分 公式 。Crofton 公式 (4.9) 和 (4.23) 是 关 
于 平面 凸 集 的 一 类 公式 中 的 有 代表 性 者 ， 这 类 公式 是 通过 用 不 同 
方法 计算 与 凸 集 有 关 的 点 集 和 线 集 的 测度 来 求 得 的 。 下 面 我 们 给 
出 其 他 一 些 例 , 

a) RK AAR OR, DM OK, BOE C 类 。 设 P 为 不 在 
KARA, Ot. 为 由 己 到 下 的 切线 段 长 ，” 为 这 两 条 切线 的 夹 
角 。 这 时 ， 若 了 为 3K 上 的 可 积 国 数 ， 面 广 , 户 为 了 在 切 点 的 值 ， 
则 


fi fay (9 21,4 (?* na 
M6 + )sin (Fez f fdó, 45D 


其 中 9 表示 切线 的 方向 。 & fA E= Hee, T=, f=p, 
I, RIRE FRA APE ZE KOL Lebesgue[ 3577, 
Masorti-Biggiogero[ 396], AiIStoka( 647454, 

BAA, 为 由 了 到 天 的 切线 上 的 切 点 而 忆 79 As, Az, P 所 确 
定 的 圆 的 直径 ，Masotti-Biggiogero[392] 证 明了 


] FdP 2L, messineoaP = 3F1, 
| PR sin*odP = xF, [| pear = 4%, 


Ho HA PA, CAZA As, Mir: 为 3K 在 Ay, A, 的 曲率 半径 
G=1,2)7。 积 分 域 是 平面 在 关外 的 部 分 。 

TIUB ea Bey (D) Flo (05 Hy Fourier 展开 式 可 以 像 Hurwitz[319] 
所 做 的 那样 ， 获 得 类 似 的 积分 公式 。 例 如 ， 若 用 r 表 示 3K 的 切线 


D PPr 原文 未 说 明 。 从 下 文 看 ，P 应 是 OK 的 曲率 半径 ， PÆ OK MRR, 
一 一 译 者 
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和 AE 73 FE Br PERS SA COKT CAO, & 
a= |, pcos2rdr, a, = | psin2rdr, 
就 有 
| od? = G/DL + (70 cat 255. 
对 于 任意 凸 集 天 ， 可 以 证 著 


(16 -)F<{ (9? - sin*to)dPxz(A/n) L* — mF, 
PEK 


其 中 在 左边 ， 等 号 对 于 帮 成 立 ， 而 在 右边 ， 等 导 对 于 常 幅 集成 立 
[270,396]. 

HEX =*(S), Y= 9(S) ERARA A hh eK ze Be 
Jj Fi filas On en, Ca Ex CS) Ally CS) Hj Fourier RIF AB, 
WIZE, CK) =a, +b + ei +d? q021 981 —Ht[E REDE EIS 
等 式 Bil dn 6, (OK) > (336/27) — 3/2 =1.282。 而 64, OK) 
8/nn* (n>2 (4,1145), 

D) 设 直 线 G1,Gs, GRIP, PP? HWA T FOE. DA 
ix — RARE AM EE, MORI Blaschke[51]) 

dP, A^ dP, AdP, = D*dG, A dG, AdG,, (4.52) 


work, SRAM DAP, G=1,2,-,n), FG KM 
直线 PP 0251,2,-5,»), Ga=PaP,, SL:RARP Pin 的 长 ， 
Ta; #7 Gi 和 Ci 的 角 、 可 以 证 明 [418] 
人 LAdP, 人 dd: = A Isina,|dP,, (4.53) 
(o) 设 忆 为 具有 光滑 边界 3D 的 平面 域 。 设 ds1 和 ds; 为 3D 在 其 
EAAPP PIRIT, mo A PoPa FAR, MID EE ET h 
人 下 式 计算 ， 


Fis +] aoe Ov as: Ads, (4.54) 
6x 
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FO EP, FS SEER OIA. A Ke Redeig aay 
[497] 的 成 果 ， Hadwiger[267) 与 Ruben SISTERS MR 


Rz. 
(2) ERS LNERREND ER Bx + VIM ÍA, y) 
uae eco, ME fer dcn 其 RUE la 


E. Beni HARE: ERFE-TFTZENGE 
OK PRA OK B dut DE EL BET Se BS, (EDI 


te K — 3k E, jfas = 党 数 ? 


J WW.Green[235] 给 出 这 问题 的 答案 ， 他 证 明了 : 

IKA GR, f 为 它 [4 内 部 的 一 个 可 积 函 数 ， ry BH. 2 K GG — 15 
蓄 上 ，|[fds =k。 则 或 者 几乎 处 处 1=0， 或 者 下 是 图 ,而且 f= 
Ken“ Q- x? -yi 

FkK=0, RNASE 

LIO ID ALPE dg Ek HS 7 $5 ES EL PERI OS 3$ X UR 


EMP dE 上 ， s [ras = 0， Rj/—0, 


Darling 139] 研 究 了 到 高 维 空间 的 推广 。 

(3) 互相 按 合 的 点 和 线 的 密度 。 设 PCx, 纪 为 直线 CCp,g) 上 
WA. SAV SSG, t 表示 线段 HP 的 长 ， 而 8 表示 
G 和 x HBT PE IA, D t = xcos0 + ysin0。 于 是 

dt = cos@dx + sind y + ( — xsind + ycos0)d6, 


取 两 边 和 (3.11) 中 的 4G 的 外 积 ， 若 不 计算 符号 ， 就 得 dGAdt- 
dPAd9， 其 中 4P=dx 作 dy。 在 这 公式 里 , 假定 了 0 入 6 入 xz。 车 Ce* 
为 有 向 直线 ， 可 以 令 
dG* A dt = dP A dB, (4.55) 
EME 0<I< 2 PB. ARGUS Pf Sdn 
BA ELE G * Br R fo 2638 1S (CP, GO HUE RE. 
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(D 关于 凸 集 的 弦 的 平均 长 度 。 有 不 同 的 方法 来 给 出 一 个 有 
Sis K BOBRELSE B EREE. 这些 方法 决定 于 如 何 理智 随 
机 弦 。 下 面 给 出 一 些 例子 。 

Al —HEGESCH IARE ELS C 是 按照 积分 几何 的 意义 随 
机 地 选取 的 , 则 我 们 知道 , 弦 长 的 平均 值 是 ECO) = xF/LQ3, 13). 

Bi2 ERA ERE DRA, FER A BL MA A — 
À PR IE 0 发 射 (图 4.5)。 当 粒子 到 达 3 下 上 一 点 4 时 ， 它 受到 


Rat, H— RAA AH, RRS B RH, Brew AA, 
BOE. We P EEK 内 随机 选取 ,而 9 是 在 0 与 2r 之 间 随 机 选取 的 ， 
BAR AJA ALA PRK. AoRmaPA MEK, R 
们 用 下 式 来 确定 上 述 平 均 长 ， 


odP Add 
Eco) = 


"aras ar rar nas (4,56) 


其 中 两 个 积分 的 积分 范围 是 一 切 P EKRI. HA. 52), 
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foaP pao= foace A à =2J0t4G = 2h, 


其 中 心 的 定义 是 (4.8)。 因 此 ， 
Eo) = I/2xF, (4,57) 
不 变量 六 依赖 于 天 的 形状 ， 一 般 地 缺乏 简单 的 表达 式 ， 为 了 
比较 Eco 和 EEC)， 令 ECao- E(o))* = EQo?) - (Elo), Aine? 
令 var(a) = E(o —E(o))*, 就 有 Eco?) =(E(0))*+ var(o), 4H 
I,=Eco®)L, ik 
L uF L 
E, (o) = Eco) + RE Yao) = + VPO), 


Bit, Eco)<F,(o), 
例如 对 于 半径 为 只 的 圆 ， 
Eco) =(n/2)R, E,(o) = (16/3")R, (4.58) 
对 于 边 长 为 1 的 正方 形 ， 
E(0) 2z/A20.185--, 
E,(0) = (4/31) (3log(1+W2)-W 2 *1) 2 0,546, 
这 个 问题 在 建筑 声学 有 应 用 见 [22,335,336] 。 
Ws 下 面 是 吓 域 内 随机 弦 平 均 长 的 另 一 种 可 能 定义 ,假定 
在 天 的 边界 上 取 随 机 点 卫 并 自己 出 发 取 随 机 方向 PP。 设 AZ 
PP, 的 长 。 这 时 0 的 平均 值 是 


(4.59) 


Lx 
E, (0) = 1 [ | sas ^e. (4.60) 


其 中 s HK fe P SaL de. 
例如 对 于 半径 为 R 的 圆 ， 其 结果 CHorowitz[315]) 是 EsC0) = 
4R/z， 而 对 于 边 长 为 cz 的 长 方形 ， 


a 


b 
E,(0) =z yp (0,0) + 5106,0), 


其 中 了 
D 式 中 第 一 括 弧 里 的 4z HOHER, 似 应 为 (a:+ 5:)172。 一 一 译 者 
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a+b? b 2b a+ (a? + b2)172 
f(a, b) = + log(— + ee 5 ) ] 


Q8 M [et eom 
xa | — -ıl. 


例 4 设 P,@ 为 3 上 两 个 随机 点 。 距 离 "= [PQ1 的 平均 值 是 


E,(op=L ods, Ads, (4,61) 


INE 
其 中 ds 与 ds* 是 3 天 在 书 与 Q 的 张 元 素 。 已 给 长 度 D. RASIKE 
HER, HR EO AIKB A. €—8 b, ELA, & 
ORAR, MN 


Es(g) = Lot] MOIS A des 


只 有 当 3 天 是 圆 时 才 达 到 最 大 值 1375]。 特 殊 地 ， 选 择 g(c) = 0, 
就 可 知 | 一 条 周 长 为 上 的 闭 曲 线 的 续 的 平均 长 不 超过 2L/x?， 
例 5 BS, FENREHATEIN EEE APı, PR 
RE, RIMS 
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Ein = Fa] SAP, AGP. (4,62) 


利用 《4.2), 《4.4) 和 (C4.,11)， 可 得 BC0) =2ECr), EREC) 
表示 A 中 两 点 间 的 平均 距离 ， 

Coleman[119] 给 出 了 关于 以 上 结果 的 细节 及 其 到 三 维 空间 的 
HES"; 25% Geciauskasy 2£[217 ,218]. 

(5) Sylvester 问题 。 积 2 JL fip rh ET JLf R 的 一 个 有 兴 
趣 的 经 典 问题 是 Syivester 问题 

在 一 个 山 集 上 内 随机 选 四 点 P,P;, Py, Py RETI RE PU 
形 《 如 它们 每 一 点 不 含 在 其 余 三 点 所 决定 的 三 角形 内 ) 的 概率 。 

考 谍 与 此 互相 补充 的 问题 ， 即 四 边 形 不 目的 概率 。 这 有 时 ， 人 和合 
APRI UE PARE REN SHA a, Bahay DUR A 
同情 况 。 取 四 点 组 Pu,P Pa Pa, Seep Ps 位 于 三 角形 PLP PL S 
Hi, AREA Ad n Be 


T,= A TuadPuAdPiNAdP， 


其 中 了 st 表示 以 PoPa Pa 为 顶点 的 三 角形 面积 。 其 它 三 种 情况 

To WERE, ETE MUERE 47,。。 其 对 应 的 概率 是 

TSE (其 中 下 是 天 的 面积 )， 因 而 四 点 构成 性 四 边 形 的 概率 是 
p*1-GT,./F*), 


忠于 全 只 含 面积 与 面积 元 素 ， 因 而 在 么 模仿 射 变换 下 不 变 ， 
为 了 计算 旋 率 p ， 只 须 取 一 个 与 丘 仿 射 等 价 的 较 简 单 的 图 形 。 例 
如 4 对 于 一 切 椭 娟 有 相同 的 值 ， 对 于 一 切 三 角形 有 相间 的 值 ， 对 
于 一 切 平 行 四 边 形 有 相同 的 值 。 直 接 计 算 给 出 以 下 结果 ， 


i A T, —33F'(481?)7!, 
三 角形 Tes fi 


平行 四 边 形 T,=11F*/144, 
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9cos?a + 52cosa + 44 


TE ni 边 形 T,- 36n2sin?g PS 


其 中 a= 2x/n。 最 后 一 个 结果 是 Alikoski 的 [3]。 从 这 些 结果 可 以 


Blaschke[ 33 LE HH T FE 
35 T, 
IET «BD aon 


由 此 可 知 ，Sylvester [i Rib RN TMNT A, OT 三角 
YE uM, 


(End A E, Syivester 问 题 引 出 积分 
T,= [Trend AdP Ace AdP,, 


FRAP son RAR LA Po, Price, Pn 为 顶点 的 单纯 形 ， 而 积分 范围 则 
是 一 个 古 体 的 n+ 点 组 对 于 nn 维 么 球体 ， 直 接 计算 给 出 ， 除 
一 个 因子 FP" 外 ， 


/ nal hal {n +1)? -i 
T.( 乏 球体 )= | | 27^, (4,64) 
ion) Aie» 


Erb, Sin 1 为 奇数 时 ， 我 们 令 

n+ ji pints n+ 2 = 
| Jew | 
gant) y (+2) 


1 
T= T,= 


例如 


上 述 关于 Tn( 乏 球体 ) 的 值 是 ] F.C. 本 ingman[337] 给 出 的 。 
Blaschke 的 前 一 个 不 等 式 可 以 推广 到 #4 维 欧 氏 空间 ， 妈 对 于 椭圆 
He, Sylvester jn] QP ABBA RAIL. SPAR A Groemer 的 
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L244 ,245]。 关 于 这 个 问题 的 历史 事实 可 参考 [338]; 还 有 [498]. 
”Miles T7420] 在 以 下 意义 下 推广 了 Sylvester [fh] R n BARAK 
?+3 个 随机 点 的 多 面体 了 廿 包 有 普 个 顶点 的 概率 p(nm ,mm .特别 有 意 
义 的 几 个 值 是 

P(2,3) =15/16%*=0.0949+»., 

P(2,4) = 05/122? 2 0, 5488, 

P(2,5) = 1 — 305/482? = 0, 35619 er, 

p(3,4) = 9/2002? = 0, 004559 ee, 


5y-(22)_(-2_)= . 
pC3,5) = (555) - (3593) = 6 17969. 


2,0 = (145) + (ago) = 0.81575. 
Miles[420] 计 算 了 其 他 情况 下 p(n,m) 的 一 些 值 ， 但 pm) 的 一 般 
值 尚 属 未 知 。 

(6) 和 一 个 四 集 相 交 的 直线 。 设 Cl，!:= 1,2,*…,n 为 和 一 个 
凸 集 天 相交 的 n 条 随机 直线 。 我们 知道 ， 直 线 Gi; 在 K 内 的 交点 平 
HAEE = ncn 一 1)nF/L: (4.27)。 较 困难 的 是 求 恰 好 上 个 交 
点 位 于 内 的 概率 Prs 120,1,2,.n( — 0/2. 为 了 表达 这 些 
概率 ， 除 需要 关于 天 的 面积 已 , 周 长 志和 第 二 节 的 不 变量 la 外， 
还 需要 一 些 其 他 关于 K 的 不 变量 。 例 如 ， 当 n= 3 时 ， 就 出 现 积分 


U =| u(G,, G,) dC, AdG,, 
G,ng,cK 


其 中 uCG,,Gs) 表 示 以 G1,Gs 和 3K 的 交点 的 凸 四 边 形 的 长 。， 利 用 第 
3 章 第 3 闻 的 结果 ， 可 以 证 明 ，7 = 3 时 ， 


PFA U +l +L -6xPL), Pi= 芒 CrFL-U)， 
3 } | 
p= pat), Ps als U), 


72 


EKET, DERE KARRE Pa n-o ra 满足 不 等 
式 


ny bL 
Dn (n- vais y , 


其 中 5 是 3k 的 曲率 的 极 大 值 . 这 些 结果 是 Sulanke 的 [660]。 

(7) 一 个 环形 区 里 的 随机 多 边 形 。 设 K, 为 平面 上 一 个 有 界 凸 
BR, “ERA RBA PK. WEG. 0—1,2,-.0229 n BEL 
直线 .它们 和 KK 相交 ， 但 不 同 K, 相 交 。 设 日 ;为 以 G; 为 界 而 含 K ,在 
内 的 闭 半 平面 ， 设 KK ,为 所 有 也; 的 交集 。Renyi 与 Sulanke[505] 证 
HT: 

(a) 当 n->co 时 ， 上 为 开 集 的 概率 的 阶 是 7"?， 其 中 Y 是 决定 
FK MK 的 常数 ，0 二 Y 之 1， 可 以 把 这 个 结果 写作 CK, JP) = 
OC), 特殊 地 ， 若 ,入 ,为 平行 是 域 ， 则 pCK4n 开 ) 9 n/2771, 

(bh) EKARA. ARR Se 

EW 4) 2 31/2 c OCy) (0<y<<1)。 
Bi, 24n>coff, EV Jon?/2, 
(O Bok BESAR O, Mi 


Evo Gars) Te rom, 

其 中 上 和 上 依次 是 Ko 和 K ,的 周 长 。 

(D EX Heh rH, M EV a) = 二 rlogn+ O(1) 

关于 这 个 问题 向 高 维 空间 的 部 分 推广 . TAS IW M .Schmidt 
[598] 和 Sulanke EWintgen[ 665] LHE. Liezold[ 73673 T 3E 
ME B28 — 862 45 BRL HET dH BS A SHARE 
则 ”把 这 个 问题 同 以 下 问题 相 联 系 ， 求 一 个 凸 域 中 n BRL BIS 
包 的 期 望 顶点 数 ( 参 看 第 2 章 第 5 节 注 记 3) . 


(8) 一 线 的 随机 过 程 。 平 面 £, 上 一 条 有 向 直线 G 可 以 看 作 圆 
EC. p, - copa, 0<d<2n) 上 的 一 点 (p,g)。 忆 上 的 
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运动 《平移 与 转动 ) 群 引 导出 C BR - TEA, Fm XR. GE 

BARS, =< O.P): [pi <a). E, 上 的 一 个 直线 过 程 可 以 和 看 作 O 
土 的 一 个 点 这 程 ， 即 C 上 的 一 个 非 负 整数 值 的 随机 Borel 测 庭 Z， 
它 具 有 以 下 两 个 性 质 ，(a) HT E) 420, ZBIN PH ER 
Bs <b) “ 几 了 肯定 不 含有 质量 HAF 1 WRF. Davidson % E T 
再 满足 以 下 两 条 件 的 一 类 线 过 程 LP4 (oO HF — 5j 9>0, 
E(Z*( By) ) <0, MR T —9)T € M, ECCA) = ECZCTA)) (—- 
平稳 性 )， 而 且 , 基 有 一 个 9 ， 使 得 4 UA: CBg, WETA), 
Z(TA,)) = ECZCADZCASD CEE F BEI (D. ZILPÉ 定 没 
有 平行 (或 入 平行 ) 线 。 维 过 程 LP4 中， 又 满足 以 下 GE 939 
成 线 过 程 LP-，('e) 二 的 有 限 维 分 布 在 路 下 是 平稳 的 ， 即 对 于 一 
Bk, ny, n, n nr. A, ALLI — DT € DM, 


proof (CA. s n) ) = Prob( N (Z(TA,) z ni) ). 


Davidson! ;:0] GKrickeberg[ 345 HEB] Y, 每 一 个 ZELP4 在 
8; 的 反射 下 (等 价 干 在 C 的 平移 下 ) 是 二 级 平稳 的 。 对 于 满足 
(2) DO 的 Z， 把 Z 在 任 总 测度 为 1 的 集合 内 的 平均 点 数 4 
MÄR ZUR RE, Davidson 证 明了 ， 已 给 ZE LP4， 可 以 构成 另 一 
个 过 程 Z*E LP4， 这 个 Z* 是 一 个 双 随 机 Poisson 过 程 (4sP)， 它 和 
Z 有 相同 的 强度 与 协 变 测 度 。Davidson 获得 了 一 个 属于 区 了 i 而 不 
是 dsP 的 线 过程 ， 但 他 所 作 的 满足 LP5 的 一 切 过 程 都 是 dsP, FE 
他 猜想 ，LP5 中 只 含有 dsP。 果 然 如 此 ，Milesf407 ，410，414] 所 
得 的 ， 联 系 着 Poisson 过 程 时 关于 分 布 的 成 果 ， 就 可 以 用 来 获得 这 
些 分 布 联系 着 任意 ZEPL5 时 的 表达 式 ，。 
, Davidsonf140] 研 究 了 线 过程 对 于 纸张 结构 以 及 道路 网 络 的 
应用。 纸张 可 以 看 作 ( 压 紧 了 的 ) 长 纤维 的 随机 过 程 。 纸张 强度 
必然 决定 于 它 的 纤维 的 编织 密度 ， 因 此 ， 就 要 找 出 什么 线 过 程 具 
有 每 单位 面积 晤 大 的 交点 密度 比 ， 交 点 密度 比 的 定义 是 平均 每 单 ， 
位 交点 的 个 数 和 平均 每 单位 相交 的 直线 侦 的 个 数 之 比 ， 它 与 纸张 
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WERE CR, Davidson tPA T, PPAR ASEM ES 
PoissonpE fE, XX EAE HA Bt ts (Eg BE A ME 15) Poisson 
过 程 。 关 于 随机 纤维 网 的 一 些 其 他 结果 为 Dodson [147, 14°] Al 
Corte[124] 所 得 到 。 

关于 道路 网 络 ， 问 题 是 在 平面 上 放 一 个 用 (设想 上 ) 无 限 长 
直路 构成 的 网 络 ， 使 得 沿 道 路 行进 的 平均 旅程 尽 可 能 地 短 。 设 A 
为 网 络 内 一 个 随机 点 ， 考 虑 网 络 上 一 切 与 4 距离 为 4 AU PB. KR 
t (4, A4) 表 示 从 A 沿 网 络 道路 行进 到 8B 的 平均 距离 。 对 于 固定 欧 
A 点 ，r(d,4) 的 平均 值 除 以 2 ， 得 dir fi UE c pd £r f o EE 
med), SFR, FILME BE m(d)>(2+70)/4, FFA Mio 
有 时，m(d) 趋 于 这 个 极限 。 在 一 个 Poisson HEB, Hid, 

(由) 是 有 限 的 ， 而 凡 当 4 一 oo 时 ，r(d) 一 1。 在 这 个 意义 下 ,对 于 
eR. Peieocit ABER, 

PSAIBRRUIUIISLIM], MAX A BH RUE GBR GG 
理论 中 有 应 腊 [213]。 关 于 点 和 直线 过 程 的 其 他 结果 可 以 在 Pap- 
angelou[ ; i: 和 Daley[136] 中 找到 。 一 般 理 论 可 参阅 G .Matheron 
的 书 L401a]。 
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第 五 章 ”平面 上 的 带 集 


1。 FARBE 


车 平面 上 两 条 平行 直线 之 间 的 距离 为 4， 则 它们 之 间 以 及 它 
们 上 面 的 点 所 构成 的 闭 集 叫做 一 个 宽度 为 a 的 带 . 

我 们 用 字母 互 代表 带 。 一 个 带 的 位 置 可 以 用 它 的 平行 中 线 负 
来 确定 。 设 Pp,$ 为 这 样 的 线 的 坐标 ， 则 具有 固定 宽度 的 带 ( 的 ) 集 
(4) (图 5.1) 的 密度 是 

dB=dpAdo, (5,1) 
考 要 求 密度 在 平面 运动 群 下 不 变 ， 则 除 一 个 常数 因子 外 ， 这 个 密 
度 是 唯一 的 ， 
WE KU RUE. BBOKAS, d ko. HEK A 2/2 的 


Æ 5.1 


© 即 同 带 的 两 界线 平行 而 距离 相等 的 直线 。 一 一 译 者 


平行 集 ， 则 8 的 平行 中 线 同 尺 ,,， e £ BEP 
AeA Ky. 相交 ， 则 8 和 KX 相交。 因此 ， 利 用 (1.18) 和 (3.12)， 
就 得 ， 
同一 个 廿 集 玉 相交 而 宽度 为 a 的 带 集 前 测度 是 
“CB, BNK | dB=L+na, (5.2) 


BOK*D 


HPLAKGAR. AM, ALPE. 
(a) 含 一 个 国定 点 也 在 内 帘 度 为 4 的 一 切 带 前 测度 是 
| m(B, PE B)=nxa, (5.3) 

(b) 同一 条 长 度 为 s 45 2 B8 XS 7g a 的 一 切 带 的 测度 

是 
m(B; BNSEØ)=2s+ na, (5,4) 

(c) Bj—^4-ik iB 48 7 — A 05 d$ HUS RAA a 9 — 39 0 85 
测度 也 用 公式 (5.2) 确 定 ， 但 这 时 了 表示 域 的 凸 包 的 周 长 。 

含 一 个 已 给 点 集 在 内 的 带 的 集合 测度 比较 复杂 ， 但 若 所 给 集 
KHAR D<o, EN. 是 简单 的 。 在 此 情 况 下 ， 所 求 测 EX 于 
《5.2)? 中 的 测度 减 去 一 切 其 边界 同 K 相交 的 带 的 测度 ， 而 后 一 测 
度 则 是 2L。 故 

m(B, KCB)= na- L, G.3) 
TER AF Lad 而 Da， 这 个 测度 是 非 负 的 ， 

以 上 结果 可 用 于 几何 概率 如 下 

(2) 设 , 为 含 于 凸 集 K 内 的 凸 集 ， 一 个 宽 EX a 而 同 K 相 
交 的 随机 带 也 同 K, 相交 的 概率 是 

p a, | (5.6) 
其 中 上 , fn LIU KK ml. 
Küste Kn amt. WES K 在 内 的 概 率 是 


P= IL (5.7) 
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KR, 缩 成 一 点 ， 则 只 须 在 (5.7) 中 令 Li=0, RN. 
O) 考虑 在 有 界 凸 集 天 内 六 个 138 Koo 1,2, No CE 
5.2). BLIKK, LAK MAR. En hae Be 


的 集 天 ;的 个 数 ( 在 加 3.2 里 ，n= 5, W 


N N 
ndB= Sim(B, BOK, AD =X L, +nNa, (3,9 
BOOK ; 
AOA AREA ae, hin, AAF BARK, 9 
个 数 ， 则 从 (5.5) 可 得 


ndB=x Na- SL. (5.9) 
BOK 
由 (5.5)，(5.8) 和 (5.9)， 得 : 
HK, (=1,2, D) ASFRRGEK ANG, HP 
为 一 个 随机 地 同 天 相交 而 宽度 为 IR AROS 
数 的 平均 值 是 
E(n) = Zi tuo (5.10) 
Brak, 的 填 径 部 不 超过 a, MATPRE 开 ， 的 个 数 的 
平均 值 是 
nNa— 5M 


En). 0,57 . (5.113 


2. Buffon 投 针 间 题 


让 我 们 回 到 上 节 的 问题 (a)。 假 设 K Jug 度 等 于 性 的 凸 集 而 
K, HS TE AGERE. RNS RH, BE DSD MEE 
廿 集 都 可 以 含 在 K AC HE AD. 一 个 和 K 相交 而 宽度 为 4 
RH B ARA K 相交 的 概率 为 (5.67 所 确定 。 我 们 原来 假定 天 固 


0 AH 
N 
' { 
D 1 1 ¡K 
E Mu 
t Dn 77 LS V ie, Ah fob T7 
IIA es OA I uns M 
Amin rakan 一 La 
"E 5.8 


定 而 带 8 则 是 随机 位 置 的 ， 现 在 反 过 来 ， 设 想 在 整个 平面 上 曾 上 
AME, FRED, 然后 把 K 和 天 :一 起 随机 地 放 上 去 
(图 5.3)。 这 样 肯定 要 和 唯一 的 一 个 带 相 交 ( 除 非 天 同 带 相 切 ， 
但 这 样 位 置 的 天 测度 是 零 ) 而 Ki 和 一 个 带 相 交 的 概率 为 C5.6) 所 
确定 ， 即 ， 著 令 工 = xrD， 就 有 
L,+na 
p= n(a+Dy* 

显然 ， 不 必要 假定 无 集 存在 ， 因 此 ， 可 以 说 ， 车 一 个 幅度 为 
D,«D, REF LR K 随机 地 放 在 平面 上 ， 则 它 和 一 个 
带 相 交 的 概率 为 (5.127 所 确定 。 

车 a=0， 耐 五, 缩 成 一 个 长 度 为 ! HRB, M Li=2L, 这 时 
《5.12) 给 出 经 典 的 Buffon 投 针 问题 

车站 整个 平面 上 画 上 平行 直线 ， 其 行 BWA DIE, Mie 
长 度 为 了 的 针 随机 地 放 上 去 ， 则 这 根 针 和 这 些 线 之 一 相交 的 概 府 
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(5.12) 


X p-2l/zD, 

“ic Buffon 在 他 的 Essai d’ Arilhmétique Morale (1777) 
里 提出 并 解答 了 Buffon 问题 ,这 是 几何 概率 论 中 最 早 命题 之 一 。 
车 在 醒 上 平行 线 的 平面 上 把 一 根 针 随 机 地 委 上 去 祥 次 ， 公 式 Pp = 
2LVxD 给 出 估计 < 的 值 的 可 能 性 。 若 其 中 有 次 那 根 针 和 一 条 直 
线 MR, Wi p*-n/N E p 的 一 个 估 EMA, mi xt —21/p* D 是 对 
z 的 对 应 的 估计 值 。 由 概率 论 ， 我 们 知道 ， 久 次 试 eh, piste 
准 误差 是 [PC1- p)/N] AD, HT n= 21/p2D)6p， 可 见 对 于 
大 的 和 N 值 ，n* 的 标准 识 差 是 r[(zDP- 2D /20N' ]'^*,. MATAR 
表示 ， 最 大 可 能 的 1 值 ， 即 /= D， 对 应 于 较 准 确 的 < 的 合计 
fa. 

试验 进行 TER HER 见于 文献 (例如 Kendall 与 Moran 
[335])。 但 是 ， 如 Gridgeman [238] 所 指出 ， 所 有 已 发 表 的 结果 
都 比 预 其 好。 这 个 作者 指出 ， 若 概率 是 95%， 要 准确 到 恰好 上 位 
小 数 的 工 值 ， 必 须 取 六 ~ 90.10 CRE D=D2, mix 比 已 公布 
的 试验 的 数值 大 很 多 (参看 Mantel [390] 的 结果 )。 关 于 针 间 题 以 
及 其 他 积分 几何 结果 在 设计 模式 辨认 部 体 中 的 应 用 ， 参 考 Novi 
koff 的 工作 [457j。 关 于 对 曲线 长 的 估计 中 的 应 用 ， 参 看 L205]。 
Kac, Van Kampen， 与 Wintner[328] 对 处 理 Buffon 问题 中 所 包 
含 的 假设 进行 了 分 析 ， 参 看 L318」 AM C601]. 


3. 点 , 线 与 带 构 成 的 集合 
设 忆 为 平面 上 一 个 域 ， 它 不 一 定 是 凸 的 (图 5.4)， 它 的 面 
积 是 ff 。 车 假定 点 P 与 带 B 是 独立 的 ， 则 元 素 偶 (P,B) 所 构成 的 
集 的 密度 是 dPAdB, TEE PE BND 的 (P,83) 的 测度 是 
m(P,B,PeBND)= dPAdB, (5.13) 


PEBND 


全 ”原文 误 作 Cp/ 一 了 /NI1 。 一 一 译 考 
O EXÍíED-21, BR, 译 者 
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"i 6,4 


为 了 计算 这 个 积分 ， 先 固定 P 然 后 利用 (5.3)。 其 结果 是 
m(P,B, PEBND)= xa | dP = zaF, (5.14) 


其 中 4 是 如 的 kh. 3-55, £c eB K e SABAD HB 
积 ， 则 


m(P,B, PeBND)= | fd B, (5.15) 
BADD 


于 是 


[ faB=naF, (5.16) 


BnD-g 
KLACOHOBBAK. NW m, PED =F m mB, BN 
DEP)=L+xa, 故 得 : 
BPHBAR 机 选 取 但 满 足 条 件 PED, BNDES, mI 
PAT BOD 的 概率 是 
za 


"Tiza 


(5,17) 


ARR BND $$$ f OPER 


EW) = p . (5.18) 
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设 K 为 凸 集 并 考 虚 元 素 偶 4,B (直线 与 带 )， 基 中 CN 站 BN 
FL. HAB MER 在 条 件 COBEN KAS TF AGAGB 的 积 
分 。 计 算 这 个 积分 可 以 先 固定 G 然后 对 带 且 求 积 ， 也 可 以 先 固定 
已 然后 对 直线 C 求 积 。 利 用 (5.4)， 第 一 种 方法 给 出 


mQG,B, GNBNK£&)= (20 + aa)dG 
gnEwg 
z2xF +nal, (5.19) 
其 中 ca EX GNKHK. 5 m7 Au 
m(G, B; GNBNK£2)= udB, (5.20) 


CHE CE 


其 中 4 表示 BOK 的 周 长 ( 图 5.5)。 由 (5.19) 和 《5.20) 得 


图 6.5 


[ udB = 2aF + naL, (5.21) 


BhK-2 
这 些 结果 可 以 叙述 如 下 ， 
设 G 是 得 线 ， 日 是 宽度 为 4 的 带 ， 它 们 是 随机 选取 的 ， 但 满 
ÆAGNKES, MENENKEL HARE 


_ 2xF +xaL 
PEL (La (5.22) 
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2a=0, BH. KIN 个 随机 RAR 于 上 内 的 MRA P= 
22F/L?, 
BOK 的 边界 周 长 中 和 值 是 


onF + zaL 
L+na 


E(u) = (5,23) 


两 个 独立 的 带 B1,B; 所 构成 的 HEI BER dB, AdB, dX 
满足 BNBNKZS 的 带 个 Ei, B, 的 测度 是 
mCB,,B,, By) B,AK#A®) 


dB, ApB, = (u, + 1a,) dB, 


BaB NR% 3 EROS 
= 2nF + na,L + nall + xa), (5.24) 


其 中 我 们 利用 了 C5.2) 和 (5.21)， 而 41,42 则 依次 是 B1, B. 的 宽 。 
FEA: 
BB, AR DAKAR, A BNBNKES 
ARA 
onF + xL(a, +4) + 120,4, 
p= CL + na) CL + na) M 


(5.25) 


关于 具有 随机 宽度 的 带 ， 见 [216j。 
4° 一 些 中 值 


W B,(G =1,2…,m) 是 个 同一 个 凸 集 天 相交 的 寅 度 等 于 a 
的 随机 带 。 设 六 DK 内 被 恰好 THE 盖 部 分 的 面积 ， 我 们 试 
Ri, 的 平均 值 。 考 虑 积分 


i,= [ap A dB, AaB, A+ AdB,, (5.26) 


其 积分 范围 是 ， 对 于 一 切 和 天 相交 的 带 B. 和 对 于 一 切 被 恰好 
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MP. RNA 


n 
I,= dP Ad 1/\%% d r T4 . er 
GI ^ ? ^ ^ B ja + Aue 
(5.21) 
Hh r= 1,2,e0,rs A=sr+l,e,n. 由 于 含 了 在 内 的 带 的 测度 是 
xa， 而 不 含 P 的 带 的 测度 是 (L+xa) - xa = 工 ， 我 们 就 有 


n 
„= "Leer 5,22 
i. (Jan F, (5.22) 
另 一 方面 ， 若 在 计算 !. 时 ， 先 固定 w BoBo B. WU 
有 
j= [f BL AdB, Am AdB., (5.29) 


积分 范围 是 一 切 和 K 相交 的 B... 由 (5.28) 与 (5.29)。 就 得 
|f.aB Ad B. ^ e AdB, =( "ora LF, 5.30) 
册 于 和 天 相交 的 二 带 组 的 集合 的 测度 是 人 L + xa». 我们 得 
Lt En Ad DARK dax AERA a, WK PEAR r A 
eK ZU RDP HGR 


n 
( ) ror LF 


ECf.)= r=0,1,2,",n, (5.31) 


(L+ na)’ 
FRE na = a = 常数 ( 即 ni 个 带 的 宽 度 总 和 等 于 常数 OWA 
律令 n>o, 同时 a—0, 就 得 
E do) exp( -7). (5.32) 
例如 大 内 不 被 任何 带 桥 盖 的 平均 面积 ， 其 极限 是 
Elfo) = FexpC- xa/L), 
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换 句 和 话说， 这 些 结果 可 以 写成 下 面 形 式 ， 
车 假定 nn 个 宽度 为 4 前 带 随 机 地 和 一 个 西 集 玉 相交 ， 则 六 的 
一 点 恰好 属于 + 个 带 的 概率 是 


n rf a-r 
= (may her = eee 
Pe (, ) » 7=0,1,2)0",M, (5.33) 


ZE mo, a0 而 na=a( 常 数 )， 则 
1 fray” na 
C. 
5. EL 
(1) Buffon 问题 的 推广 。 假 定 针 长 工 超过 平行 线 之 AB 
离 忆 .这 时 它 同 至 少 一 条 平行 线 相 交 的 概率 是 
= Aare cos? + -AL — (L? - D?yt]. (5.34) 


BH AE, Ale D=1mL="+0'(0<'<D, Ml aum 
HABE 4 RETIA OI + 1) 相 交 的 概率 是 


pas ŽC 1)9,,. = ha, + Ch- Das] 


+2 (eos 044, - 200827 + 0080.4), (5.35) 
其 中 对 于 i=1,2,*…,n，Q; 是 上 sina, = 所 确定 的 角 ， 而 0s+1 = 
1/2, Gh=n+1 BH, pa, =2Lx7"!co8a, +2na71(0,- x/2). UL 
[335]. 

CD 关于 折线 的 Buffon A, BETH LEAF Tee, 
FEED. TRAY = BAC 随机 地 放 上 去 ， 折 线 两 边 AC, 
AC 的 长 是 |48B| =a, | AC] =b, 假定 三 角形 ABC 最 长 的 一 边 小 
FD. ERA, ER Y 同 平行 线 有 零 个 ， 一 个 或 两 个 交点 的 概 
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Pa = |- — —. 


其 中 c= 18CH 图 5.6)。 


CO PERM. Y 
E KADR, MAB, ju 


C B 
OA SN — 长 最 2， 而 且 假定 是 白色 


的 。 假 定 用 一 个 宽 庭 为 4 


A 
B/ C B 的 黑色 带 B, 随机 地 跨 过 
C 
V K 那 以 后 ， 用 一 个 宽度 


DELETE EN 
机 地 跨 过 K， 而 且 把 它 和 
BREST AR tet, ASE 个 过 程 ， 随 机 而 交 赤 地 p LR 
带 和 白带 (图 5. 0. AT nel 个 黑 带 和 个 白带 后 ，K 内 黑色 
面积 的 平均 值 是 


图 5.6 


Bomo el «(pha en 
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(E yi. (5.36) 


Dina 


Mem TY +1 个 黑 带 和 7+1 个 白带 后 ， 平 均值 变 成 


H e 2 4 
E (Jar) = zafi (rA (E) + e. 


(L ina L+xa L+xa 
L 20 
(rez) l 6.37 
M noo 时 ， 得 
| LF(L * xa) _ FL 
ECfo, uu) L*xa ’ EO. 2 L+ xa" (5.38) 


(534). > 
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AH ”平面 上 的 运动 群 ， 返 动 密度 


1. 在 画 上 的 运动 群 
我 们 曾经 要 求 平面 上 的 点 密度 不 ! 线 密度 在 运动 娠 下 不 变 。 这 
个 运动 群 以 后 用 ON Xon. HE BARA ek M, 
以 便 在 此 基础 上 进行 第 九 章 关于 方 阵 群 的 一 般 探 讨 。 
设 在 欧 氏 平面 上 建立 了 直角 坐标 系 。 一 个 运动 是 一 个 变换 
u, P(x,y)-»P'Qx/,y^), CADE 
x’ =xcosp—ysinp+a, Y’=xsind+ycosd+P (6,1) 
Xm. Ama, p ESR ENR Ree 
—co«.a«;co,  —oo«b«co, (LL, (8.2) 
车 为 一 个 点 集 而 六 “= uk 为 在 4 PKR, Klein, K 
ALK’ 全 等 . 
容易 给 出 参数 4,6,9 的 几何 意义 。 设 (O，x,y) 表 示 原点 
Tux.» GT 成 的 直角 标 架 (图 6.1)。 假定 经 过 运动 x RR 
《CO，x, 引 的 象 是 标 架 CO x,y), Wa, b HO” 在 (0; x,y) 
的 坐标 ， 而 9 为 从 x 加 到 x b f. 
群 的 乏 元 是 恒 等 变换 a=0,5=0,9 = 0。 有 时 利用 方 阵 
cos -sınd a | 
u | sin 中 coso b | (6.3) 
0 0 1 
来 表示 运动 4# 以 代替 方程 组 (6.1). 
这 样 ， 运 动 uu 就 用 方 阵 积 uu. 表示 。 no 运动 uw WH 
北方 阵 
® 在 这 里 ， 运动 不 包括 对 于 平面 上 -条 直线 的 反映。 因而 全 等 不 包括 一 般 “ 对 
称 2 。 一 一 译 者 
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cos 中 sind — à cos D — b sin $ 
(us cos 中 a sin $ — b cos 中 | (6.4) 
0 0 1 
RT. 
Aik, SHH M 可 以 看 作 具 有 形状 (6.3) 的 方 阵 群 ， 其 元 素 
的 合成 规律 是 普通 的 方 阵 积 。 我 们 将 用 同一 个 记号 来 表示 一 个 运 
动 和 其 对 应 方 阵 ， 
每 一 个 运 动 可 以 用 三维 空 间 一 点 Ca,2,$) 来 确定 。 这 个 空 
间 ， 附 上 等 价 关系 C4,5, 中 ) — (a, b, - 2k) C 天 为 任意 整数 )， 是 
HM 的 空间 ， 也 用 同一 个 字母 MER. 
每 一 个 运动 SOM 确定 Dt 的 两 个 自 同 态 。 
zB 
L,, u>su (6.5) 
与 右 移 
R,Q, u--us, (6.6) 
例如 ， 若 
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cos $; -eind, a, Y 
s -| sin po cos D, b, ) (6.73 
m 


cos —sinp a \ 
Lz. | cine cos 5 
| Ü 0 1 | 
| cos(Q +O,  —sin($ 4,9) acos,—bsind, + a, 
| ZINCO + Do) cos(Q + D) asin Py + beospy + by | 
\ 


0 0 1 
(6,8) 
而 这 可 以 写成 

a—acosd, ~ bsind, + a,, 

L, 4 ^ »asind, + bcos) + bo (6.95 
p>Q+ po, 
同样 ， 

a—a,cos® — basing +a, 

R, y baing + b,cosp + b, (6.10). 


中 -> 中 十 $. 


2. N 上 的 微分 齐 式 


M 上 一 个 一 次 微分 章 式 或 一 次 式 (或 Pfaffian 齐 式 ) 是 任意 
一 个 具有 形状 
w(u) = a(u)da + B(u)db + y(u)do (6,11) 
MR, HP au), fu), yo BE SAIMAME 的 ， 属于 C” 类 
BRE. BUA IA Y RAR 2,0, p 的 无 限 次 可 微 的 国 数 。 
在 中 上， 一 切 在 4 点 的 一 次 微分 齐 式 ， 附 以 自然 确定 的 加 法 
(@, (1) + wa CH) = (a, +a,)da + CB, + £,)db + (y, tyde, 
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Aw = Aada + ÀBdb + Aydp) 
OR AZ Hb A HE, RAE u -RARR ARME RR 
切 空间 ) ,并 用 TY AR. 一 次 齐 式 da, db, do R 3 "E NHER— 
组 -个 独立 的 线性 组 合 构成 TI 的 一 个 底 。 左 移 LMA BRE 
Ti 上 导出 映 象 l 

Li, e(u)--o(su), R$, o(u)--0(us), (6,125 

AIR G.9#1G6.10), WASH eu) Meus gib, HA Re 
变换 方程 


db-»sind da + cos,db, (6.13) 


da—c<cosp pda — sinp,db, 
Ls 
dodo; 


da— — (a,sing + b¿cosp) dh + da, 
db (a,cosh — b,sin$)d$ + db, (5.14) 
db—dd, 


Ri 


— AER tra ERM E—9)4 L PATE RT FG 
的 一 次 式 ， 它 们 依次 称 为 左 不 变 一 次 式 和 右 不 变 一 次 式 。 为 此 ， 
我 们 注意 方 阵 
Qr, = u^!du (6.15) 
在 左 移 下 是 不 变 的 ， 这 是 因为 
L*Q, = (su) !d(su)-u-s^!sduzu^!dusQ,. (6,16) 
KO 的 元 素 是 左 不 变 一 次 式 ， 由 (6.3) 和 (6.4)， 得 


0 -dọ cospda +sinpdb 
eene dd 0 — sinġda + cosġ db | , (6,17) 
0 0 0 


故 一 次 齐 式 


os = — sinpda + cosddb, (6.18) 


| w, = cospda + sinpdb, 
os = d$ 
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是 左 不 变 一 次 式 。 

ER, 01,0, 0, 的 任意 一 个 常 系数 线性 组 合 在 地 下 也 是 不 
BER. RNS, SPAIN, PMA 
个 友 不 变 式 是 一 次 式 (6.18? 的 索 系 数 线性 组 合 。 

为 了 证 明 这 个 事实 ， 我 们 指出 ，orosa,os 是 独立 的 (因为 作 
A da,db,do 的 线性 组 合 ， 它 们 的 系数 行列 式 不 等 于 零 )， 因 此 ， 
CITAR TS 的 底 ， 而 每 一 个 一 次 式 4《%) 可 以 写成 

ou) = Cuyo, + B(10) 0, + YOu) A, 
Go ELE 下 不 变 ， 则 
w(su) -a(su)e, (su) + B(su)e,(su) + YCSU) WSU) 。 
但 ei(su) =0,(0)(1=1,2,3), & 
(a(su) - a(u))o,(u) + (B(su) - Plu))w,(u) 
+ (Y Csu) — y(u) Jw (u) = 0, 
根据 0,,0,,0, 的 独立 性 ， 由 此 可 知 
a(su)=açu), B(suy=B(u), y(su)=y(u), 
这 表明 (因为 s EMBER AD Pr 是 常数 。 这 样 ， 我 们 就 解 
决 了 求 听 的 一 切 左 不 变 一 次 式 问题 . 
为 了 求 右 不 变 一 次 式 ， 我 们 取 方 阵 
Q,=duu-!, (6.19) 
TRE RT 下 不 变 的 ， 因 为 
R3Q,=d(us) (us)! —duss^!u^!  duu^! = Q4, 


根据 (6.3) 和 (6.4)， 可 得 


0 de bd + da 
Op = | dd 0 -add+ db } (6.20) 


0 0 0 


(D EXP AHH, 0,,0,,0s 是 独立 齐 式 (AW do, db, dé 的 系数 行列 式 
KETE) ， 因 此 它们 的 每 一 个 常 系数 线性 组 合 在 Li 下 也 是 不 变 一 次 式 。 HF, 
o, ©. 的 独立 并 不 是 这 里 结 沦 的 必要 条 件 ， 故 这 里 的 译文 作 了 删节 。 而 把 o OS 
独立 性 的 榴 据 移 注 于 下 面 的 证 明 中 。 一 译 者 
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故 有 下 列 右 不 变 一 次 式 : 
wi=bdd+da, w= —ad$-db, w= db。 (5.21) 
0,8 o* 的 任意 一 个 常 系数 线性 组 合 是 右 不 变 一 次 式 ， 而 通 
过 和 上 面相 同 的 证 明 ， 可 以 看 出 ， 倒 转 来 ， 哆 的 任意 一 个 右 不 变 
RAR KAG. 2DER AR MA, 
Ba, PESA un =e=2 AMS, RNA du 
udu^!z0, Ki 


du^ = — ur!duu”!, (6.22) 
由 这 个 等 式 以 及 (6.15)，(6.19)， 得 
QLD = - QRU), (5.23) 


这 是 一 个 以 后 有 用 的 一 个 重要 关系 。 
3, 运动 密度 
由 于 9,,0,,0, 是 左 不 变 - 一 次 式 ， 外 积 
dK = w, A 0, Aw = da Adb Ado (6.24) 
是 左 不 变 三 次 式 ， 不 但 如 此 ， 除 一 个 常数 因子 外 ，dK EEM 上 
唯一 的 左 不 变 三 次 式 。 证 明 如 下 。 
E 
Y=f(a,b, pda db Ad = f (uo Aw, Aw, 
是 一 个 左 不 变 三 次 式 ， 则 
f(su)w, (su) A o, (su) A\o,(su) = f (ue, 40,403. 
而 由 于 eU =0-(u) (=1,2,3)， 可 知 了 Csu) = 了 Cu)。 由 于 任意 
的 4 可 以 通过 一 个 适当 的 左 移 * 恋 成 任意 的 su 了 ,函数 ff 在 
mM 的 一 切 点 有 相间 的 值 ， 即 它 是 常数 . | 
由 C6.21) 可知 
w Aw? Aw 2 da^dbAdé = dK, (6.25) 
即 微分 齐 式 4K 也 是 右 不 变 式 。 根 据 与 上 面相 同 的 论证 可 知 ， Br 


O RUENBEHER dv ou.v Jy m 的 任意 两 点， 令 *=2z KB smt. 
— EZ 
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一 个 常数 因子 外 ， 它 是 在 右 移 下 唯一 的 不 变 三 次 式 .。 最 后 ， 由 
(6.23)D ， 可 知 
dK (ui) = — dK (W); (6,26) 
BD, EMS, SRS eu, 
dK 凡是 不 变 式 。 由 于 我 们 对 于 密度 总 是 取 绝 对 值 ,(6.26? 里 的 变 
号 是 不 起 作用 的 ,于 是 可 以 断言 :三 次 式 (6.24) 疾 左 务 和 右 移 下 ,以 
及 在 运动 逊 转 中 ,都 是 不 谈 的 。 它 叫做 平面 上 运动 群 的 运动 密度 。 
运动 密度 IK 是 运动 群 哟 的 空间 的 不 变 体 ALM. EME 
一 个 域内 取 AK 的 积分 ， 就 得 其 对 应 的 运动 集合 的 测度 (运动 测 
度 )。 现 在 我 们 举 几 个 例 来 说 明 运 动 测度 的 几何 意义 及 其 不 变性 . 
取 一 个 长 方形 =0ABC 和 一 个 圈定 的 域 〖, 如 图 6.2 所 示 . 
设 运 动 # 令 WK 站 Ko 天 尹 ， 试 考虑 一 切 这 样 的 运动 4 所 构成 的 集 
合 的 测 底 。 上 述 集合 也 就 是 把 天 移动 到 和 K, 相 交 的 位 置 的 运动 


O 原文 作 (6.22) , ER. É (6.23) 以 及 (6.17), 16.18) $46.20, (6.21) 
WE, Ope ORO O (0 0,0, 07,0, 0 OIX IX SF — PRODI tM GR 
-09'G0,—0^(),-0'()0, 8(8(6.24248(65,2501$ (6.26), 一 一 译 者 
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的 集合 .所 考虑 的 测度 等 于 dK = da A db Ado 的 一 个 积分 ,积分 范 
围 是 使 uKN Ko 二 名 的 点 0' (e b) D. 这 个 测度 的 左 不 变 性 
xc 我 们 可 以 用 天 ,在 运动 * 下 的 象 SK, 来 代替 Ko， 因 为 这 样 
做 并 不 影响 测 弃 。 换 名 话说 ， 对 于 任意 国定 的 s ， 4uKOQK + 
名 的 运动 的 测度 等 于 令 uKNsK, #2 的 测度 。 

测度 的 右 不 变性 表示 ， 我 们 可 以 取 sK RREK, Mpu 
DRE DIESEN RIT, 由 此 可 见 ， 运 动 测度 与 K x Ko 

的 六 始 广 置 无 关 ， 因 而 求 上 述 运动 集合 的 测度 问题 可 代 以 求 “ 同 
AK, A Koh, WANK 全 等 的 长 方形 的 测度 ”问题 。 这 种 以 
“全 等 图 形 集合 ”为 基础 的 提 法 比 以 “运动 集合 "为 基础 的 提 法 ， 
显然 是 等 价 的 ， 有 了 时 却 更 直观 ， 

Woah Abii dK 不 变 ， 这 表明 令 UK N KAS 的 运动 4 的 
集合 的 测度 等 于 令 KNu KES 的 运动 =u HUE. Dim, 
PK R—-AP 0,0), ME uP,=Pca,b), RU 


m(uyuPy€ Ky = | da A db A dd 


uP EKG 


= 21 da Adb = 2x F,, (6.27) 
0 


“PEx 
其 中 Fo 是 天 , 的 面积 。 若 考虑 令 PEU K mir Hu, Ke 
Reina, A 


mu Peut Ky) = | dK, - 2xF,, (6.28) 


P¿E" Ky 


其 中 我 们 用 dk, HARES EUEJE K. 15% 6.28) 是 一 
个 简单 而 有 用 的 公式 . 

泽 记 。 根 据 上 面 的 分 析 ， 可 见 在 计算 一 个 图 形 上 的 爹 笑 图 形 
位 置 的 集合 测 遮 时 ,必须 迹 取 一 个 固定 在 K 内 的 标 架 (O ;x O 
《〈 动 标 )， 然 后 在 那个 集合 范围 内 税 分 dK =daAdbAdo, 共 中 a， 
b 是 0 在 固定 标 架 (O ;x .yy)( 定 标 ) 里 的 坐标 ， 而 $9 则 由 x f 
Bi x’ 轴 的 角 ( 图 6.3).。 

SAAFAR. ERES PR iR, Oise yi dH 
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RECO! 32,973, JE Go, bo 为 0 在 标 架 (0 ,x^ 9") 里 的 坐标 ， 
iio. A O'x' $10, x, 的 角 ， 则 
al =a+a,cosh — basing, 
è =b + asino + b,cos®, (5.29) 
$1= b+, 


而 这 正 是 右 移 C(6.10) 的 变换 方程 , 因此 运动 密度 不 变 , 换 甸 话 说 ， 
dK 的 右 不 变性 等 价 于 在 动 标 变 更 下 的 不 变性 。 这 个 性 质 使 我 们 
可 以 在 每 一 个 具体 实例 中 选取 较 适当 的 动 标 。 

运动 密度 的 其 他 袁 达 形式 。 设 (了 ;x ,y ) 为 动 标 ， 基 原点 在 
P(a,b)， 而 由 = 轴 到 Px’ 轴 的 角 是 B( 图 6.4)。 若 用 新 的 坐标 来 
确定 这 个 动 标 ， 就 会 获得 dK 新 的 表达 式 。 例如 ， 设 用 CCp,0) 
表示 直线 Px  ， 而 用 号 表示 从 0 到 C 的 垂 足 ， 并 令 上 = PH, Kal 
以 用 C 和 上 确定 (Pix' ,2 )。 变 换 公式 是 
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a=pcosd +tsinÿ, b= psinÜ —1cos0, p=0-n/2, 
ak dK = da/\dbAdb=dpAdés dt, By 
dk =dG* Adr, (6.30) 


其 中 我 们 用 G* 来 标明 G CAB AM E E LES Do CP sx’ oy’) 
随 着 G 的 方向 改变 而 改变 。 每 一 条 无 向 直线 对 应 于 两 条 有 向 直 
线 。 
若 令 dP=da 八 dg， 则 (6,30) 可 以 写成 
dP Ade = dG* Adt, (6,31) 


下 面 是 dK 的 另 一 种 表达 式 。 平 而 上 平移 决定 于 两 个 参数 a， 
b ,因而 在 运动 群 中 ,平移 的 集合 的 测度 是 零 。 因 此 在 讨论 运动 集 
合 的 测度 上 时， 可 以 把 平移 排除 在 外 。 除 平移 外 ， 每 一 个 运动 u 是 
线 一 个 定点 的 转动 , ORR A u 的 转动 中 心 。 设 $5,7 为 0 的 坐标 ， 
9 为 转动 角 ， JF VE te oh u d Ex CO 1x, y) BW RCO’ 1x y"). 
Meira, b, o f £,n,0 之 间 的 关系 是 

4-(1—6cos$)£ +sin(p}n, b= —sin(d5£ + (1— cosp}n, 
这 可 以 在 方程 (6.1) 中 令 x=x’ m6, ysy nd. 由 上 面 的 变 
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E 
i» 
e 
m 
Su 
B 


H 
"aK = iin? CO / DAE Ado A dé, (6.32) 


XA RIERA GAT ER, HARTA, OEA XXE 
点 。 
4, 线段 集合 


BK, 为 固定 凸 集 ， 面 积 是 F。， 周 长 是 Lo。。 WKAR HD 
于 ;的 有 疝 线 民 ， 我 们 要 计算 同 Ko H 交 而 和 天 全 每 的 线段 集合 
的 测度 (图 6.5)。 选 取 运 动 密度 的 表达 式 (6.30), 令 G BER Bt 
天 在 内 的 直线 ，v5 为 RCN LK. 之 长 ， 则 (利用 C3.6) 和 (C3.12))， 


mK KK EE |. dot Adr Vanxgas(e + DAG" 
=2nF,+2ll,, (6.33) 


Æ 6.5 


AE, 24844882 Fo, HERA Lo 则 一 切 长 度 等 
F /而 和 该 凸 集 商 公共 点 的 有 向 钱 段 前 测度 为 aF, + 21L,, 

关于 求 含 于 Ko 内 的 定 长 线段 的 测度 问题 ， 没有 简单 答案 ， 
其 结果 同 Ko 的 形状 密切 相关 。 对 于 直径 等 于 D 之 ! HMC, id 
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过 直接 计算 可 得 
m(K,K CC) = (x/2)[xD* — 2D?are sin(l/D) - 21CD? -1 3] ， 
(6,34) 
MUTMESF c,dl<al<hHHKHBR, MA 
m(K,KCR) 22(xab - 2(a t b)l +P). (6.35) 
EIBEHKERHT, APA SWE. PHM 
下 面 (6.44) 给 出 ， 
E Ko BR KE Lo 的 线段 ， 测 度 C6.33) 化 为 4llo。。 若 Ko 为 
总 长 等 于 上 6 的 折线 ， 则 对 于 Ke 每 边 计算 这 个 测度 ， 然 后 对 一 切 
边 相 加 ， 就 得 


Í ndK = 4LL,, (6.36) 
ENE ¿*2 


其 中 nRRERRKSAMABL, DAK ADA 点 的 边 数 (图 
6.6). 
现在 ， 我 们 计算 同一 个 角 4 的 两 边 都 相交 而 长 度 为 I RS EU 
EK 的 测 席 。 我 们 用 4 同时 表示 和 角 的 顶点 与 角 的 大 小 。 有 用 3x 
示 角 4 从 五 所 在 的 直线 G 截 下 的 弦 ( 图 6.7)， 则 
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ma KN ABRES, KN ACS) = ac Ade = 2| , Q- 2G, 

(6.37) 

| aG s 1 dpadg - i 14Blde= 2| "rao, (6.38) 

Hop T RHA Ao MARK KAM 所 确定 的 三 X 
AHM MER. 
另 一 方面 ， 


| oacG= | ,odpAdp= |” "Tas. (6.39) 
exi as o 
Bb, 


m(K KD AB ge KO ACE go = ?| "rae, (6.10) 
为 了 计算 这 个 积分 ， 注 意 
2T = (12 /sinA)singsin( A+ 0), (6.415 
故 


TI x— n 
m= dA [ sin $ sin(A + p)dp= 31 + (1 — A)cotÁ], 


(6.42) 

于 是 ， 一 切 同 一 个 角 4 两 边 都 相交 而 长 度 为 IAEA EA 
测度 如 (6.42) 所 示 。 

在 一 个 已 给 凸 多 边 形 内 部 的 线段 集合 。 设 A 一 个 凸 多 边 
形 而 为 一 个 有 向 线段 ， 假 定 芭 的 长 上 限定 它 不 能 同 两 条 不 相 邻 
的 边 都 相交 。 

Em (1=0,1,2 A KR 的 边界 恰好 有 1 MAREA DK 
的 位 置 的 测度 (mo 是 在 上 ,内 部 的 一 切线 段 K 的 测度 )。 公式 
C6.33)，(6.36) 和 (C6,42) 依 次 可 以 写作 5 

Mo + mı + m, = 2x PS 2LLo, 


m,+2m, = ALP,, 


D AXERA Ko, DAL WH, HPS FIA. 一 一 译 者 
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m, = (0/2) DEI + (a - Ayooi Ay], (5.43) 
Adify 
1? 
m,=2nF, 一 21L, + 2 Sf 十 《 工 一 A;)cotA;], 


m,=4lL,-PD)[1 (x - AjootAg], 


4; 


I? 
mes x >i [1 + - AscotAiT, (6.44) 
对 于 无 向 线段 ， 这 些 结果 都 应 除 以 2 。 


同一 个 已 给 凸 集 相交 的 凸 集 


EX, 为 具有 面积 Fo 和 周 长 Lo 001%, WK, 为 具有 面积 
F 和 周 长 Lift. RIRE K 有 公共 点 的 一 切 与 并: 全 
等 的 凸 集 的 测度 ， 也 就 是 同 K 相交 的 一 切 K, 的 位 置 的 测度 。 
K, 的 位 置 决定 于 天 中 一 点 P, 的 坐标 x, y 以 及 固定 在 天 : 内 的 
一 个 方向 P14 同 固定 在 平面 上 的 一 个 方向 Pox 所 作 的 角 ( 图 6.8)， 

运动 测度 IK, =dr, Ady, Ado, Ku iH aK AR dK) 
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来 表示 它 属于 运动 中 的 K. RUAHA 
m, KO Kg = | ax, =| 4P,Adó, 


E NE ges HI 


(6.45) 
E Po Co PCa) RAY Ko AK, RR RRA TARA 
Poor do) EKo Pa, WER 和 平行 的 轴 Por, Pix, FAO 
mA K, FE, EER K, hie.) 则 P， 在 平移 中 摘出 一 条 
新 的 曲线 ， 它 是 撑 范 数 
pCa) =p,(a) +p, (a+ x) (6,46) 
FOR E 89:538 5350 A. 
按照 第 一 章 第 三 节 ，Pi(a+x) 是 把 天 :对 P 点 作 反 射 所 得 的 
eK MER, M, El p COD 为 撑 函 数 的 凸 集 的 面积 是 Fo + 
fF,+2F%;,， 其 中 Fol 是。 和! 的 混合 面积 。 所 以 ， 使 KNK, 
FT 的 一 切 天 ,的 平移 的 测度 是 Fo+ai+2Fi。 这 是 把 (6.45) 
对 dP, 积分 的 结果 。 
再 对 de 积分 ， 得 


2x 
n Ki Kg = |” (P+F +2 Finde 


22x(F, F)+LoL,, (6.47) 
其 中 我 们 利用 了 (1.13)。 注 意 K 入? 有 相同 的 周 长 。 于 是 证 
HT- 
—4 494 K 同一 个 已 给 上 西 集 五。 AZ H ARHAR 


ma Ks = | dK, =2a(FotF,)+LyL, . 


K 1E ote 
(6.48) 
SO. BA, 为 长 度 等 于 (HAR. WF =0,L,=21, 而 
《6.48) 化 为 (6.33)。 
特 款 2. BK, 为 半径 等 于 只 的 圆 ,可 以 选取 有 :的 中 心 为 P， 
于 是 AK = 2x JAP, 公式 (6.48) 化 为 
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| dP,=F,+LR+2R, (0,00 
ONE! 
这 是 人 (1.18)? 中 的 第 二 公式 ， 而 这 是 当然 的 。 

售 在 一 个 已 给 凸 焦 内 的 凸 焦 。 一 个 耳 集 天 ， 舍 在 一 个 国定 和 
集 K, 的 位 置 的 测度 ， 一 般 地 没有 简单 的 表达 式 。 但 是 ， TEAK, 
和 3K。 有 连续 的 曲率 举 径 ， 而 且 9K 1 的 最 大 曲率 半径 不 大 于 OK, 
的 最 小 曲率 半径 的 假设 下 ， 其 答案 是 简单 的 。 事 实 上 ， 抽 用 上 面 
记号 ， 老 把 天, 平移， 使 它 总 是 含 在 Ko A, 则 这 样 所 得 到 B P. 
的 位 置 的 集合 是 一 个 凸 集 ， 其 撑 国 数 是 

pCa) 2 p,Ca) - Pı(la), (6,50) 


TEM BF +p” = (p+ 74) — (pi HP) > 0 OL2E — 3,3820), 
7(0) 的 确 是 一 个 凸 集 的 撑 函 数 。 根 据 (1.8)， 这 个 凸 集 的 面积 是 


2a 
zÍ (P -p d= F + F,-2Fp, (6.51) 
© 


EX, 的 一 切 转动 范围 内 积分 ， 并 利用 (1.13)， 就 得 
mK LK CK =2n(F,+ F,)- EL, (5,52) 
FER: 
BK ARK HARSH, HARIK, 和 IK, FEAR 
Je, 而 且 3 天 ,前 最 大 曲率 半径 不 大 于 OK BR REE, YS 
音 关 而 和 天 :全 等 药 一 切 耳 集 前 测度 由 (6.52) 决 定 ， 若 只 者 RE 
K, Ft, WAM RR CG. SRE. 
Ë pm 是 OK, Wee SERI À, dE E $8 D RO p,)0f8 
B. FEA, BAP. MUA. OM, A K. 内 的 天 ,的 
中 心 所 构成 的 区 域 的 面积 ， 即 距 K, DRADER BE 
(参考 第 一 章 , 第 4 节 ) 
(21) mR, sK,CK)=F-LR+aR, (6.53) 


À px IE 的 最 大 曲率 半径 而 天 HR SF RO oy) 
Ha, MCG SDÉ dir EAR Ko EAM K, 的 中 心 所 构 成 的 区 
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域 的 面积 。 


6. 一 些 积分 公式 
(OD 设 Ko, 上 | 为 两 个 平面 域 ， 它 们 不 一 定 是 凸 的 , 其 面积 依 
次 为 六 .上 BRE K 固定 而 天 在 运动 。 设 dK, HK BE, 
设 PCx,y) 为 平面 上 一 点 而 dP = dx 人 dy 为 其 密度 。 考 虑 积分 
l=m(P.KyPEK NK) -| dPAdK, (6.54) 


PCE NK, 
A8 B EH Ee PEKAK, H P 和 天 的 一 切 位 置 。 车 先 令 
PP 固定 并 利用 (6.28)， 就 得 


=] aP | dK, =2aP, | dP=2xF,Fy — (6.55) 
PER, ‘J PEK, PEK, 
若 先 令 K 固定 ， 就 得 
dK, | dP = | fudK,, 
KnEQud 
(6.56) 


其 中 fu 表示 Ki 门 K, Mt (6.9). d(6.55)$1(6.565 £8 


i=| 
K, "¿2 PEK, Ky 


|. ox Ind. = 2xE,F,, (6.57) 
LK o* 
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DI iK K SEM, HERRI Po, FP. MAE 
的 边界 为 可 求 长 曲线 ， 其 长 为 Lo。 设 4(so) AK, E — MC 
RAMO) FPG E 


J, =Í dso 人 dKi。 
ACK, 
车 先 令 4 固定 ， 就 得 
n=f ds | dX, =2xF,L,, (6.58) 
IE, ACK, 
FRS KEEMA lux OK FE K AMSA, WI 
- K = i,,dK 
^ Jae 4 Se, n NEM uti, (6.59) 
(6.586.359), (46,10 


lndK, =2xP,L,, (6.60) 


fne 


图 6.10 


PK ER ARMA) MRM ein 
逆转 中 的 不 变性 ， 与 (6.60) 类 似 ， 得 


| liod K, = 2xF,L,, (6.61) 
E ik +0 


把 (6.60) 和 (6.61) 相 加 ， 得 
10、 


B 


| LadK, =20(F,L, + FL), (6,52) 
Ky 1K, +A 


其 中 Laude KN AMR. 

(3) Ko, K, Ke 为 平面 上 三 个 有 界 凸 集 ， 假 定 K, 固定 而 
Ki K, 在 运动 ， 其 运动 密度 依 次 为 dE, ‚AK. EAH. 48), 
得 


MK KS dk, Adk, 
0 1 


= [2CF, + fo) + L,L,,7]dK, 


2&AGK192 
= (29)*(F,F, + FoF, + FoF) 
+21 Py LL, + Fy LL, + PLE, (6.63) 


在 这 里 ， 我 们 利用 了 (6.56) 和 (6.627。 把 (6.63) 扩 充 到 ?个 凸 集 
是 直接 了 当 上 入 [5233.Stoka [648,650,651] 和 了 ilipereuF190] 获得 
了 一 些 与 此 有 关 的 结果 。 关 于 把 (6.57) 推 J E Ea 以 及 Lebesqu® 
可 测 焦 的 问题 ， 可 参看 [47,18]。 


7. 一 项 中 值 ; FASE a] En 


KK AMBRE Fo MARKET LM, K Ko e Ka 
EMA, MATE MRS LME, BEL K Lhe 
Zee b. HERA KA. RR KAREE r À OX 
的 面积 的 中 信 (r = 0,1,2,-e,n), ÆW 6.11 H, n=4, AHER 
面积 对 应 于 r =2。 为 了 上 述 目 的 ， 考 上 不 积分 


I, = [AP A AK, ASK, A == AK. (6.64) 


其 积分 范围 是 一 切 Ko 内 被 恰好 了 个 K 覆盖 的 点 P， 和 一 切 满足 
Ra 站 KK 天 必 的 天 的 位 置 。 若 先 令 卫 固定 ， 就 有 


1,=( ia) | (x F)' QxF, + L4L)?-*dP 
PEKo 


r 
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= (y ORP CaF, + LL)" Fo, (6.65) 


图 6,11 


3-50, HES Kis Ko, KE» 就 有 
1-=| FAK AAA MK o, 6.60 


1 
JE NKeOv 


其 中 fa KERE 7 个 K, 覆盖 的 面积 。 于 是 所 求 中 值 是 


( y GxP*GsF, + LyL)*-" Fy 
ES Ga rF +L + (6.67) 


4 noc, [p K, BSIELSURUR RE, 即 nF =c= 常数 ， 考 虑 这 
时 上 述 中 值 的 极限 。 在 (6.67) 中 , 4 Fæa/n, FEE ?co 时 的 极 
限 ， 就 得 ， 

D E KATKEAA s 的 线段 ， 则 上 ->2s， 


Fo, xa r na 
EG Oma) exp( - ze ar). (6.68) 
(b 车 当 了 上 一 0 时 ，k; 的 周 长 Co, mM 
Fof ay a 
ECf.) Tile) exp( - E) (6.69) 
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今 "=0， 这 此 公式 就 给 出 ,内 不 被 任何 Ki 覆盖 的 面积 的 中 
ff. 

由 《6.65) 可 知 ， 攻 随机 地 到 凸 集 Ko 内 一 点 也 和 站 个 同 Ko 相 
变 而 互相 全 等 的 凸 焦 K,， 则 了 点 被 恰好 r À ABR 


( r J@xP) (20F 4+ LL)" 
PEF SA LL * (6,70) 


较 困 难 而 尚未 解决 的 问题 是 求 Ko 内 每 一 点 被 恰好 PK 
盖 的 概率 。 所 谓 覆 盖 问 题 是 指 下 述 形 式 的 问题 ， 设 > 为 固定 点 集 
而 4; 为 含 8 在 内 的 那个 空间 里 一 个 叙 列 的 随机 集 。 这 时 , 对 于 固 
定 的 入， 我 们 要 求 SC | ) 4, 的 概率 (覆盖 概率 ) , Cooke[ 122,123] 


Sei TX HE IRE RAP A. IS A Ab ME LAHE 
确 地 计算 ， 于 是 我 们 就 寻求 渐 近 的 结果 。 下 面 我 们 举 一 个 例 . 

BD E 天 的 一 个 域 。 忆 内 一 点 破 恰 好 RN A 
的 概率 如 (6.70) 所 示 ， 假 定 Ko 膨胀 成 整个 平面 ， 但 同时 n/Fo— 
PFERD. Bt, TE 有 6 的 形状 如 何 ，Lo/Fo->0( 第 四 章 , 第 4 
节 ) ,而 (6.70)? 化 为 


P r 
limp, = | 2 er, (6.71) 


PREP ED m BUS FAO KARA, 构成 一 个 
密度 为 o 的 凸 集 场 。 按 照 (6.71)， 它 们 和 覆盖 平面 上 一 点 的 个 数 是 
一 个 参数 为 pF 的 Poisson 随机 变量 。 同 前 面 的 情况 一 样 , D RUE 
一 点 都 被 恰好 r 个 Ki 烤 盖 的 概率 还 是 不 知道 。 对 于 了 DD 的 面积 F* 
一 00 的 款 ，Miles[412] 给 出 了 下 面 的 渐 近 结果 。 

D 的 每 一 点 被 至 少 ” Be OK Ei x: 


—exp( -rpFrexP(- pF)C1+e+(CpF>"/r11}, (6.72) ， 
rz0,1,2,**, 


而 也 的 每 一 点 被 至 多 y Ye KBE RRP OME, 
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F F +4 
—exp| - (r+ DoF*exp( 一 oF) (C2. P) Os te À 


r=0,1,2,¢ 
其 中 FFE D 的 面积 . 
关 王 一 类 覆盖 问题 的 文献 评介 ， 可 参考 W.C. Guenther GP. 
r. Terragno{ 251]. PRE KENA, 参看 第 十 八 章 第 6 W 
注 记 4。 


8. 注 记 与 练习 

(1》 两 个 中 值 。 没 玉 ; 为 面积 等 于 Fo ARET 5 的 固定 凸 
Xa Kio Kare, Ken AARET T, AKAT LAEE Eh 
E. BELEK 随机 地 落 在 平面 上 ， 但 都 和 天 相交 。 设 uv 为 Ko 
AAT ro] KI EBD ID JS, 这 个 边界 可 能 为 若干 个 闭 曲线 
六 构成。 这 样 ， 凡 的 中 值 是 以 下 两 积分 值 之 比 ， 


| u,dK, Ad K, A AdK, 
K;nKg*£ 


= ( ) crP) "GF, + LL)?" La 
«nc 1) xo" Qu, LL) *7*2xF,L 
Wir — 1 


+ (^; lJexF) "(2nF, + LL,)*="=12xP,L] 
(5.74) 
Al 
f aK, AdK, A AdK, = [2x CF + Fy) + LL”, 
x NK gee 
(6,75) 
恰好 被 7 个 下, 覆盖 的 区 域 数 入. 的 中 值 ( 在 图 6.11 里 ,NN。=2， 
N,= 4,N,= 4,N, = 1) 是 下 面积 分 值 和 (6.75) 之 比 ， 
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Í N,dK, NAK, A AdK, 
K; NE¿+L 
=n(2nF)*-!(2nF,+LL,)*-""2nF, 
一 "PE 

x (e - De (22 Mem LL) ] 

+( My *(2nF, + LL)” 

«( 2 JenL- F«aaP)'7* GF, + LLa"? 

x | (Fo (arFo+ZLo2+( 2 DarF xP, + LL 


+ ("7 2) auto] + Ln nP)" mF, 


a 


n 


+LLD TI x ( 
LNT 


- ¡JQsF, + EL) 


("are |, (6.76) 


在 (6.742 和 (6.76) 里 ， 当 二 项 式 系数 没有 意义 时 ， 就 用 零 代 入 
[5560]。 其 他 有 关 的 中 值 以 及 到 三 维 空间 的 推广 见 [658]。 

《2) 凸 集 的 一 个 随机 分 布 中 的 团 数 。 设 在 -一 个 面积 4 上 随机 
EXENA ADF. EB Anh, HS LE 
一 片 ， 我 们 就 说 ， 这 一 组 薄片 构成 一 团 站 。 为 方便 起 见 ， 若 一 个 
洲 片 不 和 别 的 相 搭 ， 它 本 身 也 算是 一 个 团 。Armitage[12] 和 Mack 
1385] 考 虑 了 下 述 问题 ， 求 表达 团 的 期 望 数 的 近似 公式 . 当 人 们 需 
要 在 样品 盘 上 数 一 数 有 多 少 个 粒子 ， 而 粒子 又 太 小 ， 单 个 粒子 和 
互相 搭 上 的 粒子 不 易 区 分 对， 上 述 问题 就 有 重要 意义 。 我 们 将 考 


O Chmps.— Ek 
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EPMA: PAN MER MEAS, KERES, M 
KE u. 

设 确定 Ki 的 位 置 的 点 和 方向 是 Pi, $;:， 则 Ki 的 运动 密度 是 
dK, =dP Addy, VE a 为 面积 4 内 一 个 域 ， 它 具有 这 样 的 性 质 ， 
对 于 每 一 个 和 a 相交 的 下 :， 对 应 的 Pi 含 在 内。 随机 给 定 一 个 
MUS Ko, A Pr Ea 的 概率 是 4/ 4， 因此， 具有 这 个 性 质 的 Ki 的 
平均 个 数 是 Na/A, BE, dE K, 固定 ， 对 于 一 个 随机 K 
CHE KA) KAS SRE 1 — (Axf + 1) /2A (利用 (6.48))， 
— KRE KNK, = SHERE 

[1- (4xf +42) /2x APP, 


Rt, RARE AS E 个 LOA A B DH ci 
"P DE 


Eco) = 


ESL iu | (6.77) 


A 2xA 

为 了 求 困 的 平均 个 数 ， 我 们 先 指出 ， 在 每 一 个 团 肉 ， 总 有 一 
^K. SOUR PARA RR x+， 因 此 。 这 个 团 就 可 以 用 
BK RAE. ZE, MET 上， 另 一 个 Ki 和 K, 相交 的 概率 是 
(4xf+u*)/20A, Han, Kum K, 相交 而 且 P. S 
Dr 的 概率 是 (4rf + 39)/4xA, GX 都 不 具有 上 述 性 
质 的 概率 是 

[1~ Caxf + u%)/4x AJN7!, 


于 是 具有 这 样 性 质 的 K* 的 平均 数 ( 即 团 的 个 数 e 的 平均 值 ， 这 些 
MR, AREA AG TR AE 


E(c) = —- AMA €6.78) 


Nar anf +u? 
A iin ] P 


假定 N>, A>o mE N/A-- ACA rmi f ESAE HO, 
出 
Ele) --Aaexp, — 4(2f + u*/2x) ], (6.79) 
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E(e)~»Aaexpl — ACf + u*/Ax) ], (6.80) 

这 些 公式 是 Maesk[385] 得 到 的 ， 他 还 考虑 了 薄片 不 全 等 的 情 
Ub. AAW LAR BEL SS HIS ER Ys Roach 的 书 [511]。 

(3) 一 个 随机 的 点 分 布 中 ，K- 组 的 期 望 数 。 假 定 有 "点 独立 
而 均匀 地 分 布 在 平面 上 一 个 区 域 里 。 已 给 一 个 域 D， 若 上 述 7 个 
点 中 恰好 有 个 含 在 乙 内 , 则 这 个 点 构成 一 个 k- 组 。 一 个 有 趣 
的 问题 是 ， 对 于 不 同 大 小 和 形状 的 域 D, 求 这 种 -组 的 个 数 的 中 
值 。 这 问题 曾 被 Mach 所 探究 [382,383]。 

Ambarcumjan [10 把 上 述 ”个 点 所 构 成 的 有 限 RO UL fx 
BD JFRR ESE -个 以 原点 O RIDER TFR MERA. 
他 考虑 一 个 随机 圆 ， 半 径 为 常数 " ， 中 心 在 基 贺 中 均匀 分 布 ， 并 
求 撮 中 有 《个 点 含 在 该 加 内 的 概率 Per). BM BMRA, 
对 称 中 心 为 0， 而 令 n ERKFR MRP OLR m-2 49 
四 包 的 局 长 平均 值 im 满足 不 等 式 heeded - 2771), E 
示 从 O 〇 到 MM 里 的 点 的 平均 距离 . Ambarcujan 给 出 的 易 一 个 渐 近 结 
RE p*/H&1/4， 其 中 o* RPM BH AE ORR. MAR 
zR M fy ch AK. 

《4) 用 直 探 针 探 到 一 个 上 四 域 的 概率 。 设 天 ,为 凸 域 ， 在 它 里 
AAT K. E 天 o 内 随机 地 取 一 个 长 度 为 s 的 线段 ,这 样 
的 线段 唾 做 探 针 。 问 题 是 ERAK, BRR 针 和 相交 的 概率 

《图 6.12)。 我 们 假定 长 度 为 s 而 和 天 相交 的 探 针 都 含 在 天 内。 
根据 (6.33)， 探 到 站 的 概率 是 


LS SNKEØ) 2aF +2sL 
= m(SCKo  m(ScKj' (6.81) 


其 中 已 和 工 依次 是 无 的 面积 和 周 长 。 若 Ko 是 一 个 半径 R>2s 的 
El, Hjdzco.30, f 


y Clusters —— HR # 
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A 


图 6.12 
D(SOK#AL) 
_ Ax P +4sL 
~ afin A? — gRaresin(s/2R) - 2s(4R? — s?)V?] + 
(5.82) 
E KTDK a, blas, b> 的 长 方形 ， 则 按 56.35) ,得 
AS) Kee) =— U (6.89 


nab—2(a+b)s+s? * 
(参看 [260]) .Vinogradov E Zaregradsi [703] 讨论 了 下 面 的 探测 
问题 所 探测 的 是 在 一 个 凸 域 Ko 内 均匀 分 布 的 随机 对 象 , 探 届 的 
方法 是 以 固定 速度 在 天 内 描绘 一 条 定 长 曲线 .还 可 以 参阅 [468]。 
关于 网 络 的 探测 ， 参 看 [80]。 关 于 对 生态 学 的 应 用 ， 见 [404] .其 
他 结果 见 [219]。 

O 连续 随机 步行 中 的 自 交 。 设 平面 上 有 n(n 之 3) 个 线段 ， 
每 段 长 为 ]， 第 一 段 始 点 是 原点 ， 以 后 每 段 始 点 是 前 一 段 的 终点 ， 
而 每 一 段 的 方向 是 具有 均匀 分 布 角度 的 随机 方向 ， 则 这 一 令 列 的 
线段 构成 一 个 fn 步 步行 ， 每 一 线段 叫做 一 步 ， 若 把 概率 为 零 的 事 
件 略 去 不 算 ， 则 步行 中 的 一 个 自 交 指 这 样 的 事件 ， 对 于 茶 个 1 和 
某 个 7， 其 中 IKK ME s-1>1, 第 i 步 和 第 7 步 恰好 有 
一 个 公共 点 作为 两 步 的 内 点 。 

设 ECn) 为 自 交 数 的 期 望 值 。 则 对 于 大 数 n, Umm 

E(n) ~ (20?) nlogn, 
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2:5 Meizak 的 论文 L406]， 其 中 也 给 出 了 EC) AE CE 
O 等 局 不 等 式 的 又 一 个 证 明 。 假 定 Ko 和 K LANE 
集 . 这 时 (6.47) 化 为 
mK Ki NKE) = An, + Là 


利用 关于 3 天 :的 表达 式 (6.32)， 容 易 得 到 
p 中 09 
MK XK, DO) Kes 2) =P, + LG — sin S Jar, 


共 中 由 是 当 我 们 区 POCA DADE RK Rah, 不 至 使 它 同 它 
的 初始 位 置 完 全 脱离 的 最 大 转角 。 于 是 得 
$ 9 L3 
MEE sin 5) dP= Te 

和 Crofton 公式 (4.,23) 比 较 ,就 得 等 周 不 等 式 上 3 — 12 F 0531]. 

CD 定向 不 均匀 分 布 的 随机 图 形 。 运 动 测度 对 于 一 切 点 P 
和 关于 几何 图 形 的 一 急 方向 6. RPT MSH “RM ,这 是 因为 我 
们 假定 了 它 在 平移 和 转动 下 的 不 变性 。 车 只 假定 它 在 平移 下 的 不 
变性 ， 我 们 就 得 到 像 dK* = FC9)yd4P Add 那样 的 密度 ， 并 对 其 定 
问 不 均匀 分 布 的 图 形 ， 推 得 一 些 积分 公式 和 概率 。 这 个 各 向 异性 
ww A S.W, Dufour 所 探讨 [155]。 

练习 1 关于 相交 出 和 焦 的 一 些 积 分 公式 、 设 Ko。 和 上 WEE 
上 两 个 有 界 点 集 ， 它 们 的 面积 和 Akia FoFi M Loli M 
FERA KNAK Feka K- KAKAR: Fon A, 
一 K,n KK: 的 面积 Li 表示 aK, 含 在 K, 内 部 分 的 弧 长 ; Lo FIR 
OK Se K, ARO, Li gas OK K, MOM, Lo 
表示 3Ko 在 KK 外 部 分 的 又 长 。 作 为 练习 ， 试 证 下 列 积分 公式 : 

| La dK,=2xF,Lo, | LdK,=22F,L, 


O BAERBUENTN. 一 一 译 者 
114 


feud, = 2nL,F, + L.Li ? as = 2xL,F, + LL, 
[tute 一 Lilo dK. = Lib , 
JE Fo. 一 FR dK, = FyF Lgl, 


其 中 积分 范围 是 议 足 ANAK ACH KR, 
#272 几何 概率 中 的 向 题 。 我 们 将 给 出 几何 概 率 中 的 问题 
鸭 一 些 例 子 , 这 些 问题 都 可 以 利用 本 节 结 果 求 解 。 在 这 些 问题 中 ， 
RUE M Po 依次 表示 有 界 凸 集 天 ;的 面积 和 周 长 。 
(a) 设 K,, E, APOLO, KCK de K, 随机 地 放 
EPL, 4E dde Kodak. REA KARR, 
# 由 (6.48)， 可 得 
2n(F,+F,)+L,L, 
PE on(Fo t+ Fo) +L,L,° 
(hb) A HR Ph eGR Ky PEKo KARES. A 
PEK KR, 
FF 


22F, 
Po oreF + F) + LL; 
(e) dei AL G de DIE K 随机 地 放 在 平面 上 ， 使 它们 都 和 天 0 
AR. RENK NK ASMA, 
Hn 


= 2r(FyL, + FL) 
PS LIF, +F) + Lol] 
ER, À KREBS s HR, Mi F,= 0, L,=2s, 而 所 
求 概率 化 为 
anFk ys 
p= LoCaF, + Las)’ 


4 soo, RARE NR Ko 的 两 条 随机 张 在 Ko 内 相交 的 
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概率 是 p= 2nF,/L3, 

(d) 设 Kf 天。 为 两 个 和 国定 凸 全 K EMEA. KC 
KO Kd mee, 

解 解答 是 (6.637 和 

C2nCF, +F)+ELILT2rCF + Fy) + Lilo] 
Zik. FRA, € KG 天 .为 线段 ， 其 长 依次 为 sss， 就 得 
2n3,8, Fg 
P= (nF, + Los) (nF, + Ls; * 

(e) kA n Ade EL S dE 相交 的 MADE Ki WAA KR 

所 有 Ki 有 公共 点 的 概率 是 


_ (21)" (F" +nF,F*"') 
p- [2n(F +F) - LE, 


Cx) naL Pete (3) FLE 
+ [2a(F+F,)+LL, 72 , (6.84) 


其 中 斑 和 工 依次 表示 互相 全 等 的 ;的 面积 和 周 长 。 从 命题 O, 
经 过 归纳 靶 ， 就 可 以 直接 了 当地 得 到 公式 的 证 明 。 

Cf) 假定 在 一 个 半径 等 于 尺 的 圆 乒 内 随机 地 取 于 上 点。 来 它们 
WRA-ASAK AFB rr LR) 65 B) 6, DORR, 

BR 这 等 价 于 下 MAB. 取 一 个 和 天 Ft, RA R-r 的 
圆 ， 求 n 个 中 心 在 K 内， 半径 等 于 7 的 圆 同 该 风 有 交点 的 概率 
于 是 其 解答 可 在 (6.84) AS Fear, FoznçR-r)?, L,=2n(R 
一?) 得 到 。 结 果 是 | 


r?^-3 
p-lRC ES +nnar(it--ry® 


+2anR$CR = r) + ( 2 R= nl. 


Cg) 设 天 0 为 固定 西 多 按 形 。 把 一 个 不 能 和 天。 两 条 不 相 令 边 
相交 的 有 向 线段 ST 随机 地 放 在 平面 上 ,使 它 和 Ko 相交 。 求 : OD 
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SEK AAA por OD Se AK, 恰好 有 一 个 公共 点 的 概率 ; 
Gii) S* fa 天 o 险 好 有 两 个 公共 点 的 您 率 。 

解答 是 pi =mi;/2(rFo+Los)， 其 中 s 为 sx 的 长 ， 而 mm 为 
《6.44) 中 的 测度 。 

我 们 将 给 出 这 结果 的 一 个 应 用 。 假设 是 边 长 为 4, vb 的 长 
方形 ， 用 平行 于 底 边 4 而 相距 为 上 的 直线 把 及 分 成 较 小 的 长 方形 
Ri( 图 6.13)。 按 照 (6.35)， RE R Ara I BE 29 s BO — B2 
Bt 5* 的 测度 是 

m(S* ,S*CR) = 2zxvab — asla + vb) +28, (6,85) 
而 含 在 长 方形 RO = 1,2, ARE 3* 的 测度 之 和 是 
ym (S* ,S*(CR,) z[2xab- 4s(a+b)+2s?]¥, (6.86) 


图 6.13 


由 此 可 知 : HE ARA a vb Ca DS KE R AE ET 
行 于 底 边 ER A 的 直线 ， 并 在 RR 的 内 部 随机 地 取 一 长 度 为 
ss 过 b) 的 针 ， 则 这 和 针 不 和 任何 平行 线 相 交 的 概率 是 

(nab — 2s(a+b) +8*)p 
P= apab- 2s(a+vb)+s? * 

车 aco,z 一 co， 则 整个 平面 上 画 上 了 距离 为 5 的 平行 直线， 
我 们 就 得 到 Buffon 针 间 题 ( 第 五 章 , 第 2 HMR. 

Dr EK, HG 330%, HRB AA Ko 两 条 相 邻 的 边 相 交 的 
线段 的 最 长 度 是 h。 设 Pi, 了 Ps AK AAPM. Kies IPP 
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(6.87) 


不 超过 上 的 概率 。 
解 ” 设 iP.P,] =r、。 由 极 举 标 中 的 面积 元 素 表 达 式 ， 可 知 
dP, AdP,=rdP,AdrAdd¢, 
其 中 $8 是 由 平面 上 一 个 参考 方向 到 直线 P,P, 的 角 。 车 令 BR. 
则 4P, 入 dw 是 长 度 为 7 的 线段 的 运动 密度 ， 于 是 利用 C6.44)， 就 
得 
mCP,,P,, | P,P,] «h) 
=| - dP,AdP,- morar 


=xF,h? ~ 2 Lyk? + i" > [14 Gr Aj ot A], 
ARABE 
pr Eh) = a nF gh? ~ i Ly +L DCI+ (x = Apeot + AJ}. 
A; 


(D j& P,,P, YERFTDS AR PERRA RR. KM 
IPP, | TRE AD) BRE, 
解 


p(1P,P,| < 二 有 = proe +0(D?/4 — h?) — (D*/4 + h?/2)sinn], 


jh a = 2arc sinch/D), 

E.Borel[ 64]. T, 24 P,,P, 是 三 角形 , 正方 形 和 一 般 多 
边 形 内 的 随机 点 时 的 相应 结果 。 

一 般 地 ， 著 7 为 一 个 耳 集 下 内 两 点 之 间 的 距离 ， 则 分 布 削 数 
prob(r<x) Erm) /F* 对 于 rt 的 积分 ,积分 范 国 从 0 x, 其 中 
F d K fT PM, END SER ACT K Pani de BEA 7 的 一 切 有 向 线段 
的 测度 。 这 从 等 式 daP, 人 dP,=rdr 人 dg 人 dP TOWRA. X 
于 到 的 推广 ， 见 [217]。 
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BE Poincaré 和 Blaschke 的 基本 公式 


1. 关于 运动 密 诬 的 又 一 个 表达 式 


没 (D;x,Y) 为 固定 标 架 ,站 , 表示 一 条 固定 的 可 求 长 曲线 ,个 由 
有 限 多 个 严 所 构成 ,而 每 个 弧 在 它 各 点 都 有 连续 转动 的 切线 (如 图 
7,1). X 


X-x(9, Y= Y(So) (7,1) 
E TO 参数 se EMK. 
:六 ,了 站 ) 为 动 标 ， 人 站 为 和 这 个 动 标 一 起 运动 的 曲线 ，， 
也 是 ; or f. ERO LX, Y) TIRA 
X=X(s), Y=Ycs), (7,2) 
其 中 s, ART AMR. (ESSERARC(O WP, MRE 
x=a+Xcosp—Ysind, y=b+AÄsind+Ycod, (7,3) 
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其 中 a,b Æ O, 的 坐标 ， 而 中 是 从 Ox 到 OX 的 角 。 
Mer Al, 交点 的 是 方程 组 
x(S) = 4 + X(s,)coso — Y (s,)sing, 
(Cs) =b + XC(s sing + Y (s,)cosd, 
其 中 50,8 是 未 知 数 。 由 (7.4) 可 得 
da = X’ ds, — (X/ cos — Y’ sind) ds, + (Xsing + Ycosó)d9, 
(7.5) 
db = Y’ ds, — (X’ sind + Y’ coap)ds, - (X cos — Y sin)d®, 
KPMRSARSR. EUA 
da A db Ado — [ CX/ y! —x'Y'/)eosó — (Y’ y” + X' x’ sing] 
x ds, A ds, Ado, (7,6) 
E ay HARM x AID, FE POPE LNT RRE H A. Mm 
a 表示 从 半 轴 到 本 在 同一 点 的 切线 的 角 ， 则 
x’ =cosa,, y’ =sina,, X’ =cosa,, Y’=sing, (7.7) 
因而 运动 密度 可 以 写成 
dK, = da À db Addo =sin(a, —a, - Pd) ds Ads, Ado. 
HIREPH, T,MT, 的 夹 角 ， WIOL = ia- -Bi， 又 由 于 
ao 和 o, 只 是 so 和 si 的 国 数 ， 所 以 
dK, = |sin0 |ds, A ds, A dO, (7.8) 


这 是 非常 有 用 的 关于 OK. 的 表达 式 。 它 表明 ，7o 和 一 条 随机 
曲线 D, 在 任意 一 个 交点 的 夹 角 介 平 0(0 志 0 所 区 和 6+46 之 间 的 


概率 是 了 sin86d9。 因 此 ，09 的 期 望 值 是 
B48) = x/2, (7.9) 


(7.4) 


2. Poincaré 公式 
假定 我 们 试 求 和 一 条 辕 定 曲线 有 公共 点 而 与 站 全 等 的 曲 
线 的 集合 的 测度 ， 或 者 说 ， 和 六 相交 的 D. 的 位 置 集合 的 测度 . 
这 个 测度 等 于 IK WHS, AGRE, Pa Does 的 参数 
i20 


4 由 一切 值 。 一 般 地 ， 这 个 积分 决定 于 Te RIT MER, Me 
亏 .一 个 简单 的 表达 式 。 不 过 ,如 果 对 一 切 50,51, EBREI 
把 (7.8) 两 边 积分 ， 则 在 右边 得 


| as as, |" [sin6|d0 = 4L,L,, (7.10) 
AA 9 —U 


共 中 LLL, Ao, B8 
在 (7.8) 左 边 ， 对 于 全 BA RU ARAM EE, LAA 
儿 个 交点 在 积分 中 就 计算 了 儿 次 ， 因 而 


[ ndK, =4L,L, (7 1D 
Poor, +e 


Hp n HT, AL, puse nd. 

在 积分 几何 中 ， 公 式 (7.11)? 叫 做 Poincaré AR, 更 确切 地 
Ui, Poincare 只 考 虚 了 球面 上 的 公式 (7.11) 作 为 具有 已 知 长 度 的 
球面 此 线 的 平均 交点 数 [484, 第 143 页 ]。Barbier 也 知道 这 FE 的 
公式 '271。 上 述 证 明 假定 了 曲线 lol 是 逐 段 光滑 的 [5233。 但 
已 ， 只 须 假 定 暴 线 是 可 求 长 的 ， 公 式 就 成 立 [377,378,455]。 关 
于 位 到 公式 的 另 一 个 途径 ， 见 [351]1。 

HIT 到 一 切 满足 LODEL EE, OCR, #4 AE 
Tros RUSO BITE pf px IR EL BUS A, MU Poincare A AEB, P, 
TR RE NBA OL L/nA, ER, T,T RE 3 4b 
RE OE SP ORB AGE Hy MER AR, SE def re EL, 
EL CHLL 424), 

FE: GTUAI9]38 (7.80 PID, FX — EJ So, 5,,0( — n0 cn) 
INE, fi 


>) [0* |dX,=2nL,L,, (7.12) 


Jos 1 


其 中 95 O fe Tu, T, 诸 交点 的 值 。 
TER, BT 为 半径 等 于 的 贺 ， 我 们 可 以 采用 表达 式 


121 


dK, =dPAdd, Hob Pip. eM TP 的 每 个 位 置 ，9 角 可 
以 从 0 到 2x "Efe n RAS, Tre Poincaré} 46% 


| nàP = rl, (7.13) 


积分 域 是 整 个 平面 。 由 (7.13) 可 知 Ly = a/4n [ nar, 这 可 以 


作为 一 个 连续 统 点 集 太 的 长 的 定义 。 这 个 定义 可 以 推广 到 n ER 
氏 空 间 里 的 曲线 (如 Santale[535J 所 作 的 》。 


3. 闭 红 线 的 与 平面 域 的 总 曲率 
设 人 为 平面 上 具有 连续 曲率 的 有 向 闭 曲 线 。 积 分 
cc 站 -| kds (7.14) 


叫做 的 总 曲率 ， 其 中 s ET AK, Dp r=dr/ds, Kir 
从 * 轴 到 工 的 有 向 切线 的 角 ， 所 以 


eg» n dr, (7.15) 


Al, YIRMET EMBAR, see t 54x imet. 

BP OAR BA CPR a, = ALAS a, = Ag Ago, am = ÅmA 的 
FR, MPAA A ob FA CN OCAD E TE A; ia 的 
切线 和 a; EIA, — n0 x), ga SEE NE 


ec - | dt + >) 9A), (7,16) 


”一 条 没有 重点 的 出 线 叫 微 简单 曲线 。 所 谓 转 动 切 线 定 理 指 
出 ， 一 条 简单 闭 ( 曲 ) 线 的 总 曲率 是 +2x， 其 中 的 符号 决定 于 曲线 
的 正 向 5113]。 

总 曲率 的 定义 也 可 以 用 于 平面 区 域 。 设 人 为 平面 域 ， 它 的 边 
界 是 有 限 多 条 逐 段 光滑 的 简单 闭 线 所 构成 。 假 定 取 每 条 闭 线 的 正 
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向 ， 使 区 域 位 于 它 的 左 侧 ， 这 样 ,的 总 曲率 就 是 它 的 边界 Duy 
总 曲率 。 例 如 ， 假 定 平面 上 逆 时 针 方 向 为 正 向 ， 则 图 7 .2@) A 
影 区 域 的 总 曲率 是 一 2x， 而 图 7.2(b) 有 阴影 区 域 的 总 曲率 是 27。 


注意 一 个 域 的 总 曲率 总 是 2r 的 一 个 整数 倍 。 因此 ， 可 以 令 
e(D) = 22x (D), (7.17) 
EH DE RS, WD 的 Euler 示 性 数 。 单 一 的 简单 闭 
HAERA My Euler 特征 数 是 +1。 一般 地 ， 车 DD 可 以 分 解 成 
了 个 面 或 胞 腔 ( 和 一 个 阅 盘 同 胚 的 点 集 )， 这 些 面 基 有 a 条 边 和 v 
个 项 态 ， 人 们 知道 (例如 参看 Coxeter[ 1281》 
x(D)=v-a+f. (7.18) 


4, Blaschke 基本 公式 


设 有 区 域 Do, ERA AL RER RN 线 所 
构成 ， 设 o Ds 的 总 曲率 ， 忆 是 它 的 面积 ，L 是 它 的 周 长 。 设 
DD 为 同类 的 域 ，D1 有 总 曲率 c1:， 面 积 FLARE L. BED, 在 平 
面 上 运动 ， 运 动 窗 度 是 KX,。 用 cu 表示 域 DMD, 的 总 曲率 ， 我 
- 们 要 证 明 下 面 的 Blaschke 运动 基本 公式 ， 

i pg codK,=2n(Fo0 + Pico + Loli}e (7.19) 
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证 明 用 af (7 = 0,1) XR 3Di 所 含 的 光滑 强 ， 而 ALK ARS 
角 。 按 照 (7.16)，D; 的 总 曲率 是 (图 7.3) 


a= >], dre SD, 1704. (7.20) 


E Ps) BARID M— A, Qs) RAID A — À Co, s HARZ. 
MERK), WU D.C) DHA d 


Co -J.... dr (Sp) then, dr(s)+ ©} CAD 


4962, 
+ D, PAD + 2) On (7.21) 
Aalen, à 
其 中 9, 2D m 3D; 在 它们 交点 的 夹 角 。 在 这 里 ， 我 们 假定 选取 
aD ANID MER, $ Do Di 因而 也 使 Do 人 DD 位 于 它们 左 人 则 。 这 
样 ， 除 去 具有 和 零 测 度 的 一 个 集合 的 Di 位 置 之 外 ， 0<9,<0, A 
Wl?n)=9,. RINSE 


=| dr (so) Adk,, (7.22) 
PED, 
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其 中 dK, 代表 当 D, EE SR SERE EE. BA 


I, - | dr)! dK, = axF | drs) 
30, Jeep, 20, 


=22P,5 | , $C C50), (7.23) 
又 有 
ne | aK, | dr(s,) = (f dr (So) JaK.. 
DonD,*= PED, DgnD, T2 PED, 
(7.24) 
因此 ， 


Loose (feo, drs) aK,=20F, Di], dr(s),. (7,25) 
另 一 方面 ， 


N^ AAN) dK, = | OCA 
Ju ( dd cap) ! 之 aten, Ande, 
: 


0 - 
4i;€9 


=2xF, 5, 6CA?). (7.26) 


注意 我 们 可 以 令 aK, = dK,( 运 动 密度 在 运动 逆转 中 的 不 变 
HO, BAC .25) 和 (7.26) 得 
Le Lo... (dt(s,))dK,=2nPF,y =I, dr(s,) (7.27) 
fH 
NM Es. acan) dK, ED HAD, 


(7.28) 
04H C7.12), GRhS, KA 


| see (24) dK, = baloli (7.29) 


把 最 后 五 等 式 相 加 ， 根 据 (7.21) 和 (7.20)， 就 得 所 要 证 明 航 
公式 (7,19)。 


sa, 车 Do Di 是 凸 域 , 则 cs = c, = Co, = 22, MARC .19) 
化 为 (6.48)， 这 是 预料 中 的 。 

特 款 2. BD, D 的 边界 都 是 单一 的 简单 闭 线 ， 则 ou =0, = 
2z, MOD, 包括 有 限 多 个 分 离 的 区 域 ， 例 如 ?个 ， 每 个 的 总 
HRE 2r， 因 而 co = 27 (在 图 7.4 里 ，”= 2) 。 这 时 基本 公 A 
《7,19) 化 为 


| vdK, =2x (F, +F,) + Lili (7.30) 
DoD, ^2 


图 Za 


BEERS ED EPA ABD) G=1,2,0, mM FR, 
其 总 面积 是 fo， 总 局 长 是 上 6， 则 ce = 2xm。 假 定 D, 的 边界 是 
一 的 简单 闭 线 ， 则 c = 2x， 而 
vdK =2a (fo +tmF D+ Lb, (7,31) 


Jes 


其 中 v 是 和 D, 相交 的 DD 的 个 数 ( 例 如 在 图 7.5 里 ，v = 5,m=7) 
WAR, BOCA TR, Re 


far, =2amP,, (7.32) 


其 中 > BR, MED 的 每 个 位 置 ， 含 在 读 区 域内 的 点 的 数目 《7 
[7,6 H, m=9, v=3), 而 积分 范围 是 整个 平面 。 
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特 款 4. 假定 Dl 是 边 长 为 4,bCa>>5) 的 长 方形 ， 则 Fi= ab， 
上 =2Ca+b)，c1=2x。 它 的 运动 密度 可 以 写成 dK,=dGiA 人 dt 
(6.20), AB GT 是 经 过 长 方形 中 心 而 单行 于 长 论 为 a 的 两 边 的 
Bet. XXE. MFC 的 每 个 位 置 ,7.19) 左 边 的 积分 可 以 分 为 两 
部 分 ， 第 一 部 分 对 应 于 长 度 为 b 的 两 边 同 Do 都 不 相交 的 1 值 ， 第 
二 部 分 对 应 于 长 度 为 的 至 少 一 边 同 Ds 相交 的 11 值 。 对 二 第 一 
部 分 的 D1 的 位 置 ，cn 与 二 元 关 ， 因 而 对 出 积分 后 所 得 因子 有 如 
a-h Wer, Kha 不 超过 MER. Fa 一 co 而 固定， 
则 对 于 任意 G.， 第 二 部 分 D 的 位 置 有 有限 测度 ， 因 此 ， 若 以 a 
BRC7 .190 FAIL, FEEL a co URB) MTS 


Í co dG} = 21 (o, + 2L0), (7.33) 
BnDgo*2 
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Hon EBENDA FEU SE AF ZY ii TE HE 20 b | 73 JT. 354 4C1 = 2d. 
orp dbz AK Am TSB ERK, pa i YD. uS 


(9 dB = x(bey + 2L). (7.34 


"m 


这 就 是 关于 宽度 为 2 的 带 的 基本 公式 . 例如 ， 在 图 7.7 B, o, 


— 2, Co, = GA, 


ARARO. IDTE Sübbik PIRES E RE, 
YU Blaschke! L51] 和 Nobeling- 484 甘于 另 一 种 证 朋 ， i Hadwig: 
L210,274]. 


等 周 不 等 式 
BAC = 0,1) 为 两 个 有 界 全 等 凸 集 ， 它 们 的 面积 都 是 民 ， j 


KE L. 4B Blaschke 公式 和 Poincaré ART Ko Ky 及 BS 
JR. BER 


5° 


dK,=4nF+L2, [ ndk,=4L?, (7,35) 
Konkırz 


MM 
用 m. RRIK OK SUE ! 个 公共 点 时 天, 的 位 置 集合 的 测度 
MO. SOLAR RCE KC ALK BEI UO BERE oA RE 


Mg + M, tee =4ank + d, Zn, + AM, + Gr. + ove = 412 
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L? 一 4nF =m, + 2m, + 3m, te, (7,36) 
庙宇 于 测度 m. AERO, HRZANMSATER 
L? — Ax F2» 0, (7,37) 
UT PS ky See A = Lt da ay 
j Mud AER, WBE At, 
ik OR TA * VL teak SK Wale L, LA 之 间 ， 有 关 
pretties, ub BL an Fo, Hi, SAS 
ANT- HERNE REN AS EURE, 
OE BE SPOR BE, WR AIR os Er, ORREN 内 的 
As LESS AS. SERT, 


BURR. T ARES K EL. 
fit AMPH GREEN, PST. "M CME T 


TXT ET (7.38) 


Ve Bom AA ALK I» Rat 个 公共 点 时 天 的 位 
HRA WM, SCH Blaschke 公式 和 ?oincar6 公 式 可 以 写成 
My oe e = DT + 2x!r? + Qarl, 


2m, 4m, + ee = 8x2L, 


m, Qty + = Ba(rlL-F—r*), 


Hi-Fm,>0, fiBonnesen Mex 527 
rL-F-ar>0, (7,39) 


对 于 满足 (7.38) 的 任意 + ， 这 个 公式 都 是 正确 的 。 
EBA SX 
Le- Ponte P -F-n (-7): (7, 40) 


HG ALR ER n Mr 的 国 ， 我 们 依次 用 s T se ERR C + 
2m +…)/2r 的 值 ， 就 有 


L-4mFÉ[QL-2x00'* Oare D]. TAD 


这 个 不 等 式 比 (7.37) 强 ， 它 表明 等 式 L? -4nF = 0 具有 在 7; = 
rs = 上 /2z 有 时 ， 即 为 圆 时 成 立 。 换 句 话 说 ， 已 给 周 长 ， 只 有 阅 7 
包围 最 大 面积 . 这 个 结果 以 及 (7 .36) 证 明了 (Fujiwara[2061 和 Bc 
[612 所 得 到 的 ) 下 述 害 理 : 

HAR GAKR A, NA KE, HE WR Ae 3 
一 个 同 它 全 等 前 廿 集 交 边界 有 至 少 四 个 公共 上 点， 而且 这 样 的 下 首 
TEE UR T0. 

FFA BE BO 7855: 3X2 Cx + YDS (x+y), 可 以 看 出 ， 从 (7.41 
可 得 

L2 — 4xF Enr? (re r). (7.42) 

这 是 Bonnesen[62] 所 得 到 的 另 一 个 等 周 不 等 式 。 

等 周 亏 量 的 一 个 上 限 。 现 设 山 集 的 边界 有 连续 的 曲率 半生 
PpP。 设 pm 和 Px 依次 为 的 最 小 和 最 大 值 ， 设 上; AJA, HER rag 
PAUSE Somn 或 者 满足 r 宕 pw。 根 据 (6.53)， 含 在 内 BAKE 
内 的 KK 的 集合 测度 mo 满足 


mo 


L L? 
og "P tarè- Lron ( 云 - 2! 一 Br) (7.43) 
HF my > 07 C7. 43) r = 02 HT = px 都 成 立 ， 就 有 
L? L 2 Li Lv: 
q FS ln)» qe Pen (Pum 35)". 
(7.44) 
HERP RSA, ER n SLS nu RMB 
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L? fL L - ae 
ix FER (Eon Yos - xj. (7.45) 

于 是 利用 一 般 不 等 式 y< ty)’, TRF 
LE — AnF <x? (og Pat (7,46) 


这 是 Bottema[66 ]Brf flf FÄFEN ER, Mou=oby, WK E 
圆 时 ， 而 且 只 在 此 时 ， 等 式 成 立 。 

Pleijel [480] 证 8] f L*- Anfal 1) Com pm)’ A 
(7.46) 的 一 种 改进 . 


6. 一 个 域 能 含 在 另 一 个 内 的 Ga iwiger 条 件 


设 K 1 是 具有 面积 的 域 ， 它 汐 边 界 是 长 度 为 Li! 的 简单 闭 线 ， 
站 是 面积 为 Fo 的 域 ， 它 的 边界 在 长 度 为 Lo 的 简单 闲 线 。 我 们 将 按 
RHadwiger[263, 264J 的 方法 ， 求 得 K ;可 以 含 在 Ko。 内 的 一 个 充分 
条 件 。 由 于 我 们 将 应 用 Poincaré 公式 (7.10D 和 Biaschke 公式 
《7.19)， 我 们 将 先 假设 边界 3 fn 29K, 是 逐 段 光滑 的 ， 然 后 将 看 
到 ， 在 较 一 般 条 件 下 ， 结 内 仍然 正确 ， 

假定 ,在 平面 上 固 走 而 K, 在 运动 。 设 OK OK, GG n rui 
交集 Ko 由 Ki 则 为 ? 块 所 构成 。 若 mo RABE Ki C Kos K DK, ft 
太 的 一 切 位 置 的 测度 ， 则 公式 (7.30) 可 以 写成 


mig + | vdK, = 2n(F,+ Fi) + Lol, (7,47) 
aK NIK, Hz 


IK eK FAN, Kyo K, I RE RH DABMBL SAK, 
AK, &— EE. Mt, v<n/2, MHC7.11)#1(7.47) 4 
Mo 2uCFyt+ F- LL, (7,48) 
所 以 ， 若 右边 大 于 零 ，K 1 就 必 有 含 Ko 在 内 或 者 含 在 Ko 内 的 位 置 . 
为 了 去 掉 3Ko6 和 3K, 逐 段 光滑 的 条 件 ， 只 须 SEMA ADO, 


D meon KK, KK, HB Kou EORR EB, 
Lom, 其 面积 依次 是 FU), FO, 一 一 译 者 
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BoE PL OK ROK POA Se. M on PF FD- LL 8, © 
IK, OK AR Hee, WE eeu, fimo, IK 
AK, 满足 
anh + Fi") - LELO. 
ER, IT PA Fe hm, KK 两 域 中 ， 必 有 一 个 
AMEN. FERGUS, Ky, K 将 有 同样 性 质 (注意 只 要 天 。; 
有 一 个 点 在 KK 之 外 ， 不 管 它们 边界 有 无 公共 点 ， 我 们 就 说 ,0 
EK 内 )。 于 是 我 们 有 定理 ， 
一 个 边界 为 可 求 长 简章 闭 线 前 域 乓 或 者 可 以 含 在 另 一 个 同 : 
RK, 内 ， 或 者 可 以 含 Ky 在 内 的 一 个 充分 条 件 是 
an(F,+F,)-L,L,>0, (7.49) 
的 确 ， 这 个 条 件 不 能 把 KoCK, A KC Ko MAKE. | 
了 解决 这 个 问题 ， 我 们 考虑 不 等 式 
L;L,- 4aF > (LiL? - 16x°F,F,)'/7, (7.50) 
其 中 和 根 号 下 的 式 总 有 非 负 值 ， 因 为 等 周 不 等 式 (7,37) 对 Ko 和 Ki 
Bor, BC SO) Mw, WC7.49 temo, Aig Ko 或 ERNST 
内， 或 者 可 以 含 K, EN. kb, (7.50) eI MILL, — ant 
0, math nm 7E(7.49)_b, 27 CF -F,)>0, Bl FF, 
ZACK PJ BE HERR T, mK 必 能 含 K, ZEN, 


nF, LaL > (LL? - 168? F,F,)V72, (7.51) 


ARGC 50), RIVER, BE BBE, C7 40 ARE 
AE HES, 由 (7.51)7 所 得 到 的 不 等 式 4rFoe — LoL, >0, RI 16x? F 
~LiLi>o fn LiL? - 160°F F,>0 E —i8, BW F,>F,. Xd 
是 说 ， 若 (7.51) 成 立 ， 则 KoCK。 HETA: K, KASRA 
3 — 45 9]. RK Be E, ER, MRR. 50) (7.51 
得 到 满足 ， 天 就 可 以 含 在 Ko 之 内 。 

当然 这 些 完 分 条 件 不 是 必要 的 (它们 是 Hadwiger[263,2647 包 
到 的 )。 
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AE LAK EIER TO, RIAC. SORRELL 
DR. 设 K。 是 一 条 简单 闵 线 所 包围 的 域 ， 面 积 为 Fu， 周 长 为 Lu， 
ERA r 的 贺 可 以 含 在 Ko 内 的 一 个 充分 条 件 是 


L CL? — 4nF,)172 
r< o— € gr D er. (7.52) 


SIEB, FAC? SID [An 设 Ko 为 An HIER, 则 一 个 半径 等 于 
TA Ko 在 内 的 一 个 充分 条 件 是 


Loy (L3 —4nFy) 1? 
2n 


R> = Ros (7.53) 


这 些 不 等 式 说 明 。 对 于 任意 的 sCe>0)， 总 有 半径 为 ro- 
ER 6) 的 圆 可 以 含 在 Ko 内 ( 含 Ko 在 内 ) ,因而 取 极限 *-*0， 就 得 
Lis GRY Fo KH Lo UA AMAIA Ko, A 
re Ee PT (7.54) 


Lt 


MASAKI, ALAF AR 


pb (Li ~ xP 
X= 2x 


(7,55) 
ay il Ko A A. 

由 于 上 Lo ~ (13-4 Py) RIUS LY (7,54) MAG HE SEA 
re/Lo。 这 是 GrinawaldTuran[249] 的 结果 。 


7. E 

DESMHEANER. VEX, 和 五 ,两 域 的 边界 都 是 一 条 单 
一 的 简单 闵 线 ， 而 它们 每 一 个 都 不 能 含 在 另 一 个 内 ， 则 (7.507 和 
《7.51) 都 不 能 成 立 ， 因 而 


(LoL? - 162? FF) ASL Ll, — 4nF,, (7.56) 
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(LEL? -qemPFQFQ ?I4aFQ- LL. (7.57% 
MAK PIA RR, VB 
(LILI 16 F F) 1? >L L¡- {nF y, (7,58) 
(L2L? = 16w®F,F)"?>4nF,- LL, (7.59) 
ABEL ASA TALK OE ES, hi KICKS Dr d 
mc. ARES €7.56030€7.57) Mor, Mi 
CE 


i , 


L&-A4mnF,(L,—-2mrj), Li-4rF,> E 


(7.50% 
RE, Sr. AS KO FEAR SPARS, X 


y TAN 
Ly-anFe> (Lo) , Lin. > (rar. Lo”, 
e 


(7,81) 

利用 xt SSO tt, 从 这 两 组 不 等 式 得 

L2aaFQmrIM,— arn, Li -ixFQeFQ(- =). 

(7.62) 

Bonnesen[62] 和 Hadwiger[ 264] & 这 类 的 不 等 式 。D .C-: 
Benson[26] 曾 得 到 其 他 加 强 TS RASTA. 

(2) SFORMMinkowski 不 等 式 。 设 Keo Ki HGR, Et 
BSTEER CR IR AED, Pie VER ME, RANA, EK, AIK, 相交 
的 对 平移 的 集合 测度 是 Fo +P, +2F 51, HP RARE AKIRY 
混合 面积 ,而 KY? 则 是 从 K, 经 过 对 一 点 的 反射 所 得 的 点 集 ( 第 六 章 、 
58 5 TO. HIER, HP ARK, TRIER — x, MY 


| dP =F,+F,+2F%,. (7,63) 
KARK,*o 


O ”似乎 还 可 得 到 天 3 -4P r72 452 Fi), Li-azxF.mnt(n.- r0. 
— RË 
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现在 考虑 凸 线 3K,,3K,。 我 们 要 在 只 考虑 平移 的 情况 下 ， 求 

得 类 似 Poincaré 公 式 (7.11) 的 ， 关 于 9K,,9K, WAR. son 42 
示 边 界 3K。,3K ROMA, MSP, ARK NIK, 的 一 点 ， 由 于 3K。 和 
2 K, 的 隅 角 构 成 可 数 点 集 ( 第 一 章 , 第 1 节 ), 可 以 假定 两 曲线 在 了， 
都 是 可 徽 的 ， 因 而 在 已 ,的 面积 元 素 可 以 写成 

dP, = Isin9lds, A ds,, 
基 中 9 是 3Ko 和 3K ,在 Pi RÍA. so VE. Ad |sinO lds, 积分 ， 就 
得 到 3 天 :在 垂直 于 3Ko 的 切线 的 直线 上 的 投影 ， 即 

2[ pCO) +7, CO+ 2) ], 
其 中 由 是 从 一 个 参考 方向 到 3Ke 在 P, BERKA. Be Fnr 
3Ko 和 3 的 交点 数 ， 则 利用 (1.12)， 得 
ndP,= ef. Co +p,Cd +10) ]ds, 


Taxes 
=4(Fy +F5), (7.64) 


其 中 ol 是 K。 和 Ki 的 混合 面积 。 由 此 等 式 和 (7.637， 即 得 ”的 平 
均值 


Fu + F? 
E(n) = me Bt x. (7.65) 
假定 3Ke6 和 3K, GA, MECH)>2, CH (7.6578 
2Fa>Fo+ Fi (7.66) 
MBF Cot Fi S4F Fy, & 
PR SF Fie (7.67) 


可 以 证 明 ， 这 个 Minkowski 不 SRM TERT YR AB RI, TE 
E: EX, HA, NU 
L 


1 f2x o 
F,=n, Pos > , P6 = 了 ， 


而 (7.67) 化 为 特殊 的 上 8 - 4xFo 这 0， 即 等 周 不 等 式 。 
下 面 是 比 (7.67) 更 强 的 关系 。 用 rK, SARK, 在 以 r 为 比值 的 
位 似 变 换 下 的 象 。 经 过 平移 ， 可 使 rKi SER ARA riir MU 
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PAK, 相对 于 天 的 内 半径 ,经 过 平移 ,可 使 去 含 Ko 在 内 的 最 小 7 值 
Ro 叫做 KK 相对 于 K ASABE. BRR Sto, MEA, AMK 同位 
相似 时 ， 并 且 只 在 此 时 ,它们 相等 。 注 意 ， 若 人 OS r vL Rus 
是 第 5 节 的 r; 和 re*。 有 了 这 些 定义 之 后 ， 可 以 证 明 最 强 的 不 等 式 

ESF EA DR 193% (7.68) 
Bonneson[62] 得 到 了 这 个 不 等 式 。Blascbke[51] 有 一 个 类 似 第 5 
节 方 法 的 证 明 。FjlandersL201] 有 一 个 初等 而 详细 的 证 阴 , 

O BENHERRHERER 05%. 我 们 按照 Chakerian Ey 
Steini 3 101], UR C.6088—Jü JH. BOK AE, oh 
AIK, 对 于 QCQE Ky) HAVA HR CAAT. 8). ER— TERR, Du 
BK FOLKD .车 Po 为 的 一 个 固定 点 ,而 经 过 以 8 为 中 心 的 


图 7.8 
反射 ，Po 的 象 是 Pl， 则 Pi 在 K3 内 固定 , 于 是 可 应 用 公式 (7.,46)。 
注意 dP = 44Q， 就 得 


| n(Q)dQ = F$, + Foo, (7.69) 
QEK, 


Heh Fo =F CK MK BATEO. Fido Kn RRA MA» 
nC HIK, MIKI 的 交点 数 。 
让 我 们 考虑 所 谓 差 集 DK, TERA 
PCP) = po( 由 ) +PP + 1) 


D 即 通过 不 同 的 反射 中 心 @ 所 得 曲线 都 可 以 经 过 平移 互相 重合 。 一 " 泽 者 
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FRE RR. HERO. DK Am BUEFCDK,) = 2F + 25 50, 
而 把 Minkowski 不 等 式 (7.66) 应 用 于 Ko M K? HAE REF DK) 
之 4F， 其 中 等 号 当天 中 心 对 称 时 ， 面 且 只 在 此 时 适用 。 此 外 ， 
可 以 证 明 ( 见 Bonnaeson 与 Fenchel[63, #105 MD, FC DK.) <5F 
〈 其 中 等 号 当天, 是 三 角形 时 ， 而 且 只 在 此 时 适用 )。 于 是 有 
FxDF3yAPF. (7.70) 

其 中 左边 的 等 式 适用 于 中 心 对 称 集 而 右边 等 式 则 适用 于 三 角形 , 

设 CQ) Ae Es Ky KI SRA À Be. MR, 27(O)= 
n(Q? mi 7.690) 1C? , 70024 


F,«| p riQndo<4r,, (7.71) 
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FESSER EGO, OH. ET» (O21, (7,70%M, 
Si A 平分 不 只 一 个 弦 的 点 的 测度 为 零 时 ， 而 县 只 在 此 时 ，Ko 
是 中 心 对 称 的 。 这 推广 了 Yiet[701] 的 一 个 结果 。 

令 M = {QE Ko P(O =k}, JEJHFCOM RAR Mr 的 面积 。 
这 样 ， 从 上 面 的 公式 ，Chakerian 5Stein[ 101 LA PAR, 

(a) AXE, FM) = 03 

(b) 3F ,FCM) «AF, 

Cc) EK EA mR, MI 

1>>F(M))/Fy SF (M, (R))/F CR) ~0, 943, 

其 中 尺 是 Reuleaux 三 角形 (第 1 RA 4 节 )。 右 边 等 式 适 用 于 而 且 
只 适用 于 Reuleaux 三 角形 ， 左 边 等 式 适 用 于 而 且 只 适用 于 圆 。 

(4) BRR). JE mO 个 西 盘 随机 地 放 在 一 个 面积 为 
4(@) 的 正方 形 & 内， 使 每 两 个 之 间 的 距离 至 少 是 2r。 用 FCO), 
LC0) 依 次 表示 这 些 西 盘 的 平均 面积 和 平均 周 长 。 假 定 8 无 限 地 
MR, MRP CO), LO) n(Q)/ACO RKP F,L,N, 不 
MEER, NCP +L, tar), Ho MRR, FOR ÍA, 
RA 7S Hs RTI Ra N < Gar + 2v/ 3 7?) [181]. 

"m Ciose Pocking, — HH 
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SAGE ABW d 


3. 定义 与 基本 公式 . 


平面 上 一 个 连通 开 集 叫做 一 个 域 。 一 个 域 ， 或 者 它 和 它 的 过 
分 或 全 部 边界 点 的 并 集 ， 叫 做 一 个 区 。 

已 给 平面 上 一 个 叙 列 的 全 等 区 ao,oa,aa…， 如 果 下 列 条 件 得 
到 满足 ， 则 这 个 叙 列 称 为 构成 一 个 格 ， 各 区 称 为 格 的 基本 区 . 

(a) 平面 上 每 一 点 属于 唯一 的 ts 

Cb) 每 一 个 ai 可 以 通过 一 个 运动 上 和 oo 苑 合 ， 而 且 二 把 每 一 个 
o, 伍 置 在 一 个 上 ， 也 就 是 把 整个 格 变 为 自己 。 

使 得 co = tie, 的 运动 集合 {ti} 是 运动 群 的 一 个 离散 子 群 。 这 样 
一 个 群 叫 做 晶体 群 。 共 有 十 七 业 不 同 构 的 晶体 群 ， 但 对 于 每 一 个 
晶体 群 有 无 数 多 种 可 能 的 基本 区 。 我们 的 目的 不 在 于 介绍 这 些 群 
的 细节 ， 对 此 ，Coxeter[127] 和 Cuggenheimer[254] 两 书 都 作 了 
考 赛 。 图 8.1 到 图 8.5 是 格 的 例 ， 其 中 的 基本 区 是 正方 形 、 平 行 四 
边 形 、 正 六 角形 或 者 形状 更 复杂 的 图 形 。 
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Am 8.3 图 8.4 


ELD yim LANE, EAT AE OBR de d ER ET 
国信 区 ， 或 可 水 长 曲线 的 一 个 集合 ， 或 有 限 多 个 点 ， 等 等 ， 假 定 
DD, 含 在 一 个 格 中 的 一 个 基本 区 wm RD, 为 男 一 个 图 形 , 它 不 一 
定 含 在 一 个 基本 区 内 。 令 DP, 固定， 而 D. 作 运 动 ， 其 运动 密度 是 


- = : 
TTN, 
Pd 
NA 
| 
E 8.5 


dK,=dP Add, HPP ED, 的 一 点 而 9 表示 从 一 个 参考 方向 到 一 
个 和 DD, 相 固 连 的 方向 的 角 和 。 考 虑 积分 


= | fCDN DAK., (8.1), 
Da, D. 


其 中 f 383848 DND 的 一 个 实 函 数 ，fC2) = 0。 我 们 有 
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I=] JDN Dak, (8.2) 


其 中 的 和 是 对 于 -- 切 的 基本 区 所 到 的 ， 而 对 于 每 个 上 ， 积 分 范 国 
UNE Fa PROSES. 

BLEU, AR 转移 到 a。， 即 tiai = co。 因此， 经 过 变 
数 的 改变 K tK NE a BRO IO» ETERNA 
ARE CA dK,=d(;K,)), BR 


12 3, |, INDAK, (8.3) 
i eo 
而 由 于 交集 PumaD, Mir!D,ND, 全 等 ， 又 得 

1=| ESED NDAK, (8.4) 


因此 ， 若 在 平面 上 画 出 一 切 点 集 IDG = 0,1,2,*), 然后 
HFH i RAD FOP D,AD), HEP Ea, (óc 


围 (这 确定 D, 的 位 置 的 一 个 集合 ) 内 取 积 分， 风 所 得 积分 (8.4) 和 
(8. DHE, 


2. BB 


VD, fn D, 为 闭 域 ， 它 们 的 边界 是 有 限 多 条 逐 段 光滑 的 简单 
PARP. RE Lici 依次 为 DiCi=0,1) 的 面积 、 周 长 和 总 曲 
率 。 假 定 Do 含 在 基本 区 oo 内 ,我 们 考虑 一 切 域 二 :Do(i = 0,1,2,*…) 
所 构成 的 格 了。 这 样 ， 著 令 f(Do 门 DD) 为 Do 站 D, 的 总 曲率 ， 则 由 
基本 公式 (7.19) 以 及 (8.4)， 就 得 


Í, Cy dK, = 2n (Foc: + F160) + Lola, (8.5) 


© 这 不 是 第 一 节 中 所 说 的 那 种 意义 的 格 ， 它 不 是 由 基本 区 所 构成 。 一 一 译 者 
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^, 368 D ii WRB D Wee Bs, DRED, 在 一 
20 Oy 内 的 翻版 所 构成 的 格 的 交集 的 总 曲 率 。 (8.5) 里 的 积分 范围 
是 PEa，0 和 9 去 2r。 
Ha, EDAD, 的 边界 分 别 都 是 一 条 单一 的 闲 线 ， 则 es = ce 
= 2r，coi= 2ry， 其 中 表示 交集 之 交行 5Do) OD Mawr, A 
而 
| vdK,=2n(F,+F)+ZLLl. (8.6) 


EEE 

ds 

uj 
8.6 


在 图 8.6 的 款 ，»v = 8。 

特别 值得 注意 的 一 款 是 ，Duo 和 基本 区 wm 重 合 ， 但 需 补 上 必要 
RARA, ED, 成 为 闭 集 。 这 时 ，(8.6) 成 立 ， 而 > 则 表示 D, 被 
格 所 分 割 成 块 的 数目 。 例 如 在 图 8.7 里 了 v=8. 

由 于 积分 范围 的 “体积 ”是 2xa。，， 其 中 o。 也 表示 基本 区 oo 的 
ER, RIM: 

RAR D, 的 面积 是 Pi, 边界 是 长 度 为 上 的 单一 闭 线 ， 再 
设 一 个 格 的 基本 区 面积 为 0,, 周 长 为 Lo， 则 将 DD 随机 地 放 在 格 上 
BY, Dy ASD PRB RA 


O 对 不 图 有 小 变动 。 一 一 译 者 
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_2x(09+F,) + LoL, 
u 2xa, M 


Eo) (8.7) 


和 D, 有 公共 点 的 基本 区 数 入 总 小 于 等 于 x 例如 在 图 8.7 中 人 了， 
N=6, v=8), Alt, ECN)<E(), ik: 

RD AHEM, GRE, UWHEARKAAL WFAA, 
HER MBHARE 04630, ARAL, NO TARA PL 
RARER HRS, MUARRFAUCEY), X PEC 
是 (8.7)。 

把 这 个 结果 应 用 于 由 边 长 为 4 的 正方 形 格 (00= 4a?，Lo = 42), 
就 得 。 每 一 个 由 单一 的 闭 线 包围 的 域 可 以 用 不 多 于 


Hs=l]+ 7 tyr (8.8) 


AMARE Ty TB BERE. 
著 格 是 由 边 长 为 4 的 正六 边 形 所 构成 (图 8,32， 则 得 : D, 可 
以 用 不 多 于 
ky 2F 
melt ona 373 a? (8.9) 


O 对 原 图 稍 有 修改 。 一 一 译 者 
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ALEM. 

车 考虑 这 些 六 边 形 的 外 接 贺 ， 就 得 ，D1 可 以 用 不 多 于 An 个 
半径 等 4 AIRE. XEHR 是 Hadwiger[263J 得 到 的 。 关 于 到 
n 维 空间 的 推广 , 见 第 十 五 党 第 9 节 。Trandafir [675,677,677a] 
探讨 了 二 维 黎 坚 空 间 和 三 维 欧 氏 空间 基于 格 的 问题 ， 参 看 [454， 
455], 


3. HKM 
xD fü D, HARB, KERKEL.L. 40.10 
和 (8.4) ， 令 fCDo 人 DD) 为 交集 Do 介 D 1 所 含 的 点 数 ， 就 得 
|. mar eatur, (8.10) 
H n 表示 D1 和 曲线 格 二 1DoG=0,1,2,…) 的 交点 数 ， 
一 一 一 一 


.在 图 8.8 里 了 ，n=4。 于 是 得 ; 

设 一 个 格 的 基本 区 面积 是 0， BPRA-HKRADL GOR, 
. 而 一 条 长 度 为 上 的 曲线 D1 随机 地 放 了 上 去 ， 则 .上述 曲 线 格 和 ,的 
平均 交点 数 是 
© 对 原 图 有 小 改动 。- 去 者 
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ES Ly 

Og 
例如 ， 考 虚 以 边 长 为 4,8 的 长 方形 格 ， 而 Do 为 这 些 长 方形 的 
两 条 相 邻 边 所 构成 (图 8.9) Ha =ab, L,=a+b, id 


Ein) = 


oraa 
En) ADA (3.12) 
ib 


Hex, WEDER HMS eh, Mio) 
EOL, nb, BAM, HO GREEP OL MEE BH n ff 
HAE 0,1, MERET BE I ERR GF 
Tz ds MESE. BATIR RER Buffon 的 结果 《第 五 章 , 第 2 节 )。 


dv 


ES 


4, Aa 


wo AAR SPAM. Man A. 4 FXODQVDOI&AdE 
D AMOR ER. HA 7.82) 4008.0, RE 
| nak, sammy | (8.13) 
Hepner D, mum Pe. MARA (8.30 H,m- 
3» n-4, WEBS. IH, met, nez. PERT SR 
ART E Em E 而 一 个 面积 为 fy AD, 随机 地 说 ; 
在 平面 上 ， 则 已 ;含有 格 点 的 平均 发 是 


Fd 
Etm = A, (3.14) 


我 们 将 给 出 这 个 中 值 的 三 项 应 用 。 

(10 考虑 边 长 等 于 4 的 等 边 三 角形 格 ， 则 这 些 三 角形 的 顶 
点 构成 一 个 点 格 。 以 这 些 点 为 顶点 的 平行 四 边 形 也 梅 成 一 个 格 ， 
其 基本 区 是 两 个 三 角形 所 形成 ,ae = (V3 /22à, m= 1( 图 8.12) 。 
iH, E(m =2F (0/30), 于 是 得 定理 ， 

LT Xue nds BA — AE, GRAF MRA, BTA 
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es rr 
1 . ] . o | 
1 e Dy 
| . | | 
L___ al 
o q | 。 | 
| | | 
J v | * i . ] 
4 e | » | * | 
do — a tout 
图 8.10 图 8.11 


ADA 
ER X 


XX RR 
VAVAVAYA 


or d 
/ 
AY 


& 8.12 


ADAN. 满足 条 件 ODF C 3 0) 01791, 

(2) ERZE D 的 平移， 只 要 把 (7 322A RT Ink 
掉 ， 那 个 公式 就 适用 ， 因 而 中 值 (8.14) 也 适 用 ， 不 需 改变 ， 我 
们 将 证 明 ， 著 DD 是 有 界 闭 域 ， 则 它 必 有 一 个 位 置 ,含有 至 少 
fmF/4oj+1 个 格 点 ， 其 中 [ JR MAD”. SRE, FR 
在 着 使 7 二 [mFwyaoj 的 D, 的 位 置 集合 ， 其 测度 是 正 的 ， 则 为 了 补 
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ES, dU En (mF ,/o BRS, EMERE, Bisa 
,的 位 置 ， 使 n 等 于 [FmPi/ao] +1。 现 在 假设 除了 一 个 零 测度 集 
的 DD 位 置 外 ，n = [mF1/2o0j。 取 D1 的 一 个 位 置 ， 使 这 些 点 中 有 些 
在 边界 3D, 上. 设 6 为 不 属于 D1 的 格 点 和 DD, 的 最 短 距 离 ; 由 于 D1 是 
有 界 闭 集 ，s 之 0， 通 过 一 个 距离 小 于 s 的 平移 ， 肯 定 可 以 使 3D, 上 
的 一 些 格 点 离开 D!， 因 而 就 有 一 个 正 测度 的 D, 位 置 集合 ,使 D, 一 
[mFi/oo， 和 假设 矛盾 。 于 是 我 们 证 明了 Rlichfeldt 定 理 [53]: 

车 平 面 上 有 一 个 格 ,其 基本 区 的 面积 是 ooy 而 每 个 基本 区 含有 
名 个 格 点 ， 又 在 这 个 平西 上 有 一 个 面积 等 于 了 ,的 有 界 闭 域 D, Xx 
经 过 一 个 平静, 汉 可 使 D1 的 新 位 置 含有 至 少 [mFi/0o]+1 个 格 点 。 

(3) 已 给 一 个 点 格 ， 一 个 困难 的 课题 是 ， 若 要 求 一 个 域 的 
任何 位 置 都 含有 至 少 一 个 已 给 数目 的 格 点 ， 求 具有 最 小 面积 的 这 
样 的 域 的 形状 。 

举 一 个 例 。 考 虑 一 个 直角 坐标 系 中 具有 整数 坐标 的 点 所 构成 
的 格 〈 这 样 的 格 叫做 整 格 ) ， 试 求 最 小 面积 的 闲 凸 集 ， 它 无 论 怎 
样 地 放 在 平面 上 ， 总 要 覆盖 整 格 的 一 个 点 。 对 这 一 区 ， 由 (8.14) 
WME) = F;,， 而 所 需 满足 的 条 件 是 EME, AHE. de 
只 考虑 平移 ， 所 求 答 案 显然 是 边 长 为 1 的 正方 形 ，P,=1。 #4 
一 切 运 动 考虑 在 内 ,条 件 F, = 1 是 不 充分 的 . D.3.Sawyer([593]， 
对 于 具有 中 心 的 凸 集 ) 和 了 .J .Schaffer([594]， 对 了 于 一 般 吓 集 ) 证 
明了 ， 答 案 是 一 个 边 长 为 1 的 正方 形 和 两 个 抛物 线 弓 形 所 构成 ， 
抛物 线 切 线 和 正方 形 的 边 所 作 的 角 是 x/4 (图 3.13)。 这 个 最 小 


PE TAR: F = 4/3 (参阅 [332D. 
下 面 是 一 个 类 似 的 课题 (设计 人 是 
Scott[603]) 。 设 天 为 欧 氏 平面 上 一 个 有 界 


m 8.18 hE. SOCK) ge ae K 的 宽 。 COL 


LG V3), 则 K SEE AR. SC ip APSE ty 


等 边 三 角形 时 ， 而 且 只 在 此 时 ， 需 用 这 里 面 的 等 号 。 
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若 一 个 域 忆 不 含 整 格 中 的 任何 点 作为 一 个 内 点 ， 则 相对 于 整 
阁 ，D 称 为 可 容 [ 许 ] 的 Bender[25] 证 明了 2F<L， 其 中 为 
DD 的 面积 ，L 为 周 长 。 参 看 Silver[612]，Hadwiger[277,278- 和 
Wills[726,727j 的 结果 ,下 面 是 Bokowski, Hadwiger 与 Wills[60] 
所 得 到 的 一 般 结 果 , 设 K 为 4+ 维 欧 氏 空 间 的 号 体 , 它 的 体积 是 ， 
表面 面积 是 下 ， 并 设 入 为 作为 下 的 内 点 的 格 点 (具有 整数 坐标 的 
a8) MN >V -2 而 且 其 中 的 因子 1/2 不 能 用 更 小 的 数 替 代 ( 参 
看 [598a]) 。 

Poole EGerriets[491 ]f& t T VA FRA: 已 给 任意 长 度 为 了 上 的 
激 ， 求 平面 上 面积 最 小 的 上 是 区 ， 它 经 过 适当 的 平稳 和 转动 ， 可 以 
WEBA. EHH, DHARRA La LER RY 
FEE PARRA TL. ERE, FARER 687 HL 
得 到 具有 所 要 求 性 质 的 较 小 的 区 ， 其 面积 小 于 0.2861 L^, Chak- 
-erian 与 Kamkin|100] 和 WetzelL714a] 考 虑 了 与 此 相关 的 问题 。 

要 确定 一 个 随机 区 所 覆盖 的 格 点 数 的 方差 ,一 般 地 是 困难 的 . 
Kendall 与 Rankin[334] 处 理 了 2 里 在 一 个 随机 球 内 部 的 格 点 问 
题 ( 与 此 有 关 的 结果 ， 见 L335])。 


5. 注 记 与 练习 


C1) ARBRE. FREAK ARE 2 的 凸 多 边 形 

所 询 成 的 格 。 基 本 区 的 边界 构成 一 个 线 状 格 ( 或 无 穷 网 络 ) E 
年 20 的 部 分 边界 经 过 变换 二 所 产生 的 。 设 u 为 这 部 分 边界 的 长 . 
俩 如 ， 对 于 图 #.2 的 格 , 若 作为 基本 区 的 平行 四 边 形 的 边 长 是 a,b， 
顶 角 是 2， 则 a, =absind, uy=a +b; 对 于 图 38.3 的 格 ， 车 六 边 形 
Waka, Ma=(3v 3/20, u,—3a,. [E "Et HB, 我 们 用 

“ 格 ” 这 个 词 来 表示 基本 区 的 边界 所 构成 的 线 状 格 。 

KOCAKEATMAMRE, mh 3S* 不 能 同 线 状 格 有 多 于 
巴 个 公共 点 。(6.44 给 ) 出 了 3* 含 在 一 个 基本 区 闪 的 一 切 位 置 
EAM. SHR. AS m020,1,04HS* BRA! 个 公 
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FR DE BE, WY HR 6.10, myms drug, i S* 在 
运动 群 {ii} 下 互 不 等 价 的 位 置 集合 的 调度 是 Mo +m, +m, = 210), 
车 mo 已 知 ， 划 由 这 些 公式 可 以 确定 mm 和 ms。， 我 们 就 可 以 求 往 3* 辐 
格 有 0,1,2 个 公共 点 的 概率 。 

MM ”考虑 图 8.2 里 的 平行 四 边 形 格 。 按 照 人 6.44)， 

m, = 2xabsind — 4r(a +b) +r2{2 + (x — 20)cot0], (8,15) 
而 利用 上 述 的 结果 ， 就 得 


m, =4r(a+b)- 2r'(2 + (x — 28)cot07, 


m, r1 [2 + (x — 20) cot07, (8.16) 


因此 

设 平面 上 有 有 一 个 忆 边 长 为 4,5， 顶 角 为 9 的 全 等 平行 四 边 形 
所 构成 前 格 ， 并 把 一 根 长 度 为 7 的 针 随 机 地 放 在 上 面 。 假定 该 针 
同 格 相交 不 多 于 两 点 ， 则 交点 数 为 0,1 2 BBR 


2r(a+b) 


DEN m 
Pol abend ^ Znabsing l? + [m 20) coté], 


2r(a +b) r?[2-4 (x— 20)co10] 


Pı= nabsind nabsing 


rr 2 二 《T 一 29)cot0] 
2xabsin6 


例 2 对 于 以 边 长 为 4 的 正六 边 形 格 和 EHE n (<a) mp, 
其 概率 是 
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[VE Ly. 
p= (“Se P/a?" 


Santal6[532] 探 讨 了 这 个 问题 。 

例 5 DER ”假定 每 个 基本 区 含有 一 个 凸 集 口 ， 它 的 而 PT 
EFS, AKEL. BD ADAR, CHIRE, A 长 是 
L\， 而 且 它 不 能 和 一 个 以 上 的 7D 4033 CS, 10. WET., 

mlDi;DoND g) 

=on(F,+F,)+L,L, 
而 由 于 只 (对 于 人 55) 不 等 价 ) 的 位 


里 测度 是 2x2。， 就 得 ， 


ve 
FES d Eo HD E Do 所 
产生 的 格 而 把 一 个 凸 集 D, 随 机 
地 蓄 上 去 ， 则 “在 Di 不 能 和 两 个 


(Dis x RT), Die t; ! D, 
Ziki 


8 8.14 


pz 28€ +F,) + LL 


IRQ, 


RIJ YE D, 为 线段 ， 它 的 长 > 不 小 于 Du 的 直径 ， 但 又 不 
能 和 格 中 一 个 以 上 的 器 焦 :7 1D。 相 交 。 证 明 ; D ED, ZF 0,1,2 
个 点 的 概率 是 
Fa rl, 2F, th, FQ 
SiT a xa! PT at PT gay ay 
(30 等 边 三 角形 格 。 考 虚 边 长 为 4 的 等 边 三 角形 格 (图 
8.12) 。 把 一 条 长 度 为 ” Cc (V 3/DOW 线段 随机 地 放 上 去 ， 
它 可 能 和 格 交 于 0,1,2 个 点 。 基 对 应 的 概率 是 [532] 
DEG (L3, Ly 


ma 2x 3 Ja? 


Po= i 


aii (v3 4 Da 
T 


p a 
1 na 
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(A) ROGERII EXE. 

(a) 754830 29 a, b (a 00 WEA E iy E (8.15), FR 

Apta SE. Rob. HD PLA ae ek, WU Ko, 
1, À MER ROME 


. (at bh yh k? p, = (a+b)h _ 2h? k? 


Maio gr PT "abo Pr be 


图 8.15 


O HE KR MA $476 4 (8.16) 30 — À = 58 
MBA, MARTE Na, <a CGE, Hi). AK H 
机 地 放 在 平面 上 , 则 K, 和 和 烙 相交 的 概率 是 p = 2a,/a— (a,/a)?, fX 
完全 阔 在 格 中 一 个 三 角形 之 内 的 禾 率 是 po=1 Qa,/a) + (a,/a) 
[551]. 

(c) 考虑 边 长 为 上 的 正方 形 的 格 ， 并 以 每 个 顶点 为 中 a f 
354558 “Basa Hi CES ID. 作为 练习 , 证明， CO ERE 
ER AA LIS BG SL E Spo C Ein)=Lja, Gi 
FAEERE A 16 AL ROTEL EE, WE 
糙 早 一 个 名 内 的 小 孔 的 平均 数 是 r。 

(5) 曲线 长 的 测量 。 把 公式 (8.12) 应 用 于 边 长 为 4 的 1 
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Ji, BRL, = (xT/4)a8Cn)。 这 个 结果 提供 了 测量 曲线 长 的 一 
种 实际 方法 。 假 定 我 们 把 一 张 画 有 边 长 为 4 的 正方 格 的 透明 薄片 
盖 在 曲线 上 。 记 下 曲线 和 格 线 的 实 点 数 ， 把 薄片 逐次 转动 z/n 角 。 
取 各 次 交点 数 的 中 值 ， 再 乘 以 〈r/47a， 就 得 的 一 个 估计 值 。 
利用 这 个 方法 所 产生 误差 的 估计 ，Moran[427] 作 过 分 析 。 
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第 二 篇 


一 般 积 分 几何 


BILE ”微分 齐 式 与 李 群 


1. 微分 齐 式 


在 第 一 篇 里 ， 我 们 从 初等 观点 论述 了 平面 积分 几何 。 点 集 和 
线 集 的 密度 以 及 运动 密谋 部 是 通过 特殊 办 法 获 得 的 ， 它 们 的 不 变 
PER E HUI HL OR ee TE BS, 

我 们 要 把 前 面 的 结果 和 思想 概括 在 一 个 一 般 的 范畴 内 。 为 此 
目的 ， 我 们 需要 : (a) 一 个 含有 某 些 几 何 对 象 的 基本 空间 MI( 在 第 
一 篇 里 ， 闪 是 欧 氏 平面 而 对 象 是 点 , 线 ， 或 全 FAB), cb) 一 
个 作用 于 MM 上 的 变换 群 $〔 在 第 一 篇 里 ，5 是 平面 上 的 运动 群 ). 
一 旦 有 了 空间 儿 和 变换 群生， 下 一 步 就 是 对 干 几何 对 象 的 集合 确 
定 在 全 下 不 变 的 一 种 测度 ， 然 后 对 于 某 些 特殊 的 集合 计算 其 泗 
度 ， 以 便 获 得 一 些 有 几何 意义 的 结果 . 

我 们 将 假定 读者 已 经 了 解 微分 流 形 与 李 群 中 的 一 般 定义 和 基 
z, ÆSternberg! 628], KobayashiENomizu( 341a] 或 Bishop 
与 Goldberg[32] 的 书 中 所 阐明 的 。 存 本 章 内 ， 我 们 只 对 微分 组 和 
李 群 与 齐 性 空间 上 的 不 变 测度 的 主要 性 质 作 一 概述 。 

EM CE BERE AT RRE P 点 的 切 空间 ， 
TCM) 表 示 所 有 切 空间 Tp 的 并 集 .一 个 矢 场 处 是 一 个 冰 数 关 , Mo 
TCM)， 对 于 每 个 PE M， 它 确定 一 个 矢量 XeE7p。 车 X 是 一 个 
矢 场 ， 而 /属于 确定 于 上 的 CE KAR, WU X7 A FS Be p> 
Xp MBX?) = Xaf。 若 xz 是 局 部 坐标 系 ， 则 一 个 矢 场 用 

X= Da (9,1) 


9%; 
确定 ， 其 中 函数 2! (xz 总 假定 是 属于 C AM. 
ET, KART phy fun] RAMA 的 余 切 空间 ?而 了 *(CM) 
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表示 所 有 宏 间 7 的 并 集 ， 别 六 的 一 个 一 次 式 是 一 个 国 数 M— 
TEMO, HPE APEM, ERE-ANAR ETS, ERRE 
MAT, KARAHA 


w= $a dx, (9.2) 
1 
其 中 2:(x) 是 C" 类 函数 。 若 A TODRRTI M) LIA 
则 一 个 2 次 式 就 对 于 每 个 点 pE Mie 八 TYCM) 里 的 一 个 9 次 
x. TEAMS AX BH, oO 可 以 唯一 地 表示 为 
WW) = >> Gi, dx, 人 dxi A ee A dx; 


ig? 
< 
Hrn, eu 28M ERC” EXA 当 4 六 ?时 ， 不 存在 不 等 于 FM 
JRA. a 次 式 就 叫做 kha Akt, RP, ARET 
RAITAA., MA MER 3 RARE PM NOA BA 
LEI AB ia ERIS PIR ED ds, A Ada, (re 
“igh, EE REIHE, V Os Or, t, AAA RA TR, 则 一 切 9 
Bios, Aree Aw, (<< Ha a 次 式 的 一 个 底 。 

of TERETE 的 定义 是 


dw (4 = Ida A dx, A ede 


os 


其 中 的 总 和 里 下 标 POF ET << RE) d À 
NER ISk. ER, TERM 4.521, 
d(do (1 y20 
dia AMP) do O Aw -(—1)19 0) Adak), 
ITR. AERA RICE MU HIS B OE Aon. 29 
此 ， 注 意外 积 dxy 信 dx- 可 以 看 作 R? 思 的 带 有 正 负 号 的 面积 元 
E. TE, Edr, dx 和 (xzioxa) 为 两 个 独立 的 无 穷 小 KR, HE. 
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dx. Adx,, A Ad, , (9.3) 


(9.4) 


E dx, A dx, = dx,0x,—dx,0x,, 而 一 次 式 w(9.2) 的 外 微 分 可 以 写 
à 
do = >) jx dre Ads 


a; > ~ - 
iCdxybx, —Óxydx,), (9.5) 


M 


根据 Cox, = 5dx:( 这 相当 于 二 阶 偏 导 数 与 取 导 数 的 次 序 无 其)， 就 
有 [90, 第 36 页 ] 
dw = do(0) -óo(d) D, (9.6) 
这 个 公式 在 坐标 变换 下 不 变 ， 我 们 以 后 将 用 到 它 。 注 意 在 左 
HARRIS, ME. CERE MH (E 4p. 不过， 既然 
(9. OFF RI, REA DUI Idee He, 
Eg. FRA Tr 个 一 次 式 


i= Slade; (=1,2,,7), 


我 们 有 
PAG Are AP, 


= > deta; eea; ) dx, A» Ads» (9,7 


y St, 
其 中 det(as, «a, ) d za HME Ca, BU AR ys ree sty 列 所 构 成 的 行列 
X. 特殊 地 ， rsr, 就 有 
D, Aer AD, = detla; dx, Adx, As Adx,, (9.8) 
SEEM MVE, RECRUE n, Ue À Dee. AE: 
SEA, BOBO, Pise, D, 独立 的 充 要 条 件 是 


BA AP, Æ0, (9.9) 


O AMENAZA dlo(0)7-ó[lo(d)d, 3t f ecd) gk JE (9.2) b 的 一 次 


R eq! Zaids,, 一 一 译 者 


2. Pfaff 微分 组 


Wt o HAREM ER UN. MX AM 上 的 AI. Te 
OX =0 表 示 在 人 的 每 一 点 P , 余 矢 o(p) 把 矢量 兴 p 化 为 零 。 这 时 ， 
我 们 就 说 居 是 方程 w= 0 的 一 个 解 ， 而 这 样 一 个 方程 就 叫做 一 个 
Pfaff 方程 。 

更 一 般 地 ， 若 ooa 0, 为 M 上 7 个 独立 一 次 式 ， 则 方程 
组 

@,=0, os=0， +, or=0 (9.10) 

称 为 M 上 的 一 个 Pfaff. C3 M GLM BIS — HEN) EI Pffaf 
A ow, = 0(17 1,2, 5,702810; 200 2 1,2, ,m), À À CoRR 
Au 和 is, f | 


= > 4503, j= Sinion (9.11) 
AA Pffaf 组 称 为 等 价 的 。 


显然 ， 若 一 次 式 o 是 独立 的 ， 而 一 次 式 0; 也 是 独立 的 ， 则 
RA m=" TE À GE DMC AS E, (9.107 BE p 
Xt. HIE 0; = ondxr, MAX X = 21a1(9/9x,)25(9.10) 
的 解 的 充 要 条 件 是 


Djura =0, 121,2,-,f, (9,12) 


车 一 次 起 0i 是 独立 的 , 则 方 隆 C2ix) 的 秩 等 于 7 ,这 时 在 每 一 点 
PEM, JE at Cp) 满足 线性 方程 (9.12) 的 矢量 Xp 构成 切 空间 Tp 
的 一 个 n-r 维 子 空间 ， 或 n 一? 维 平面 。 于 是 对 于 每 一 个 Pffaf 
组 (9.10)， 就 有 一 个 站 -~ r 维 平面 场 ， 也 就 是 有 一 个 函数。 对 于 
每 一 点 PE M， 这 个 函数 使 一 个 nr 维 平面 Tp 与 p 对 应 。 这 样 
一 个 函数 叫做 M 上 的 一 个 + 维 分 布 。 我 们 说 ， 这 个 n- 站 维 平面 
HALO LO AUDACIA. EM ' 为 从 的 一 个 子 流 形 ,而 且 对 于 
每 一 个 PEM’，M’ 在 了 7 的 切 空间 了 T, 含 在 (9.10) 组 的 零 化 场 内 ， 
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则 MM' 称 为 (9.10) 组 的 一 个 积分 流 形 。 倒转 来 ， 车 有 7~Y 个 独立 
ER Xx’ = *at(0/àxy) 《1 三 1 .7 一 73 k=1,2,**,n), 张 成 
一 个 人 MM 上 的 n-r ÆR, WER PEA FER 


S'anai=0 Q21,2,-,n-7) (9.13) 


在 每 一 点 PE M 确定 余 空间 Ts 的 一 个 + 维 平面 。 这 就 是 说 ， 对 
应 于 每 一 个 n-r 维 平面 场 ， 有 一 个 函数 ( 川 做 一 个 + 维 余 分 布 )， 
对 于 每 一 点 PEM， 它 确定 T 的 一 个 + 维 平面 ， 即 一 组 7 个 独 
立 的 一 一 次 式 ， 而 这 了 个 一 次 式 ， 除 了 还 可 以 用 它们 的 线性 组 合 代 
趟 之 外 ， 是 完全 确定 的 。 

已 给 Pffaf 组 (9.10), 若 在 MC 或 M 的 一 个 开 集 ) 上 有 一 组 7 个 
Bf (Ar x, 0,4212 1,2,*,7)， 使 (9,10) 组 和 方程 组 

dy,=0, dy,=0, =, dy,=0 | (9.10 

等 价 ， 则 所 给 Pffaf 组 称 为 完全 可 积 的 。 

换 句 话说 ， 若 有 r 个 函数 fix ead, LE 


w= Sandy», (9.15) 
hei 


其 中 (Cain) 是 可 道 ( 即 满 秩 ) 方 阵 , 其 元 素 ain 是 C7 类 的 , 则 (9.107 
完全 可 积 。 车 (9.10) 完 全 可 积 ， 则 经 过 每 一 点 PE M， 有 一 个 
nr 维 积分 子 流 形 。 事实 上 ， 在 每 一 点 Pp 的 邻近 ， 方 程 组 WC 
= JDE AN nr 维 子 流 形 ， 而 这 显然 是 一 个 积分 FE, 
因为 (9.14) 和 (9.10) 等 价 。 倒 转 来 ， 已 给 一 族 nr 维 微分 子 
流 形 ， 若 经 过 闻 的 每 一 点 ， 有 族 中 唯一 的 一 个 子 流 形 ， 则 这 些微 
分 子 流 形 是 一 个 完全 可 积 Pffaf 组 的 积分 菠 形 。 事 实 上 ， 在 一 个 
局 部 坐标 系 里 ， 所 给 子 流 形 可 以 用 

Fi(x,,x5, e Xni E Eos, Er) 20, 1=1,2,**,r (9,16) 


代表 ， 其 中 每 一 点 PE MM 确定 唯一 的 一 组 参数 send. HT, 
上 面 所 说 的 Pffaf 式 就 是 
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ar, & 
D Getta, denneen (9.17) 


其 中 的 参数 5; 要 用 从 (9.16) 解 出 的 含 x: 的 函数 代入 。 
最 后 ， 我 们 指出 ， 车 (9.10) 是 完 金 可 积 的 ， 即 敬一 次 式 wal 
DUGECO.15 BER, MU 


iN 3 20 ps —dx;Ady,, 121,2,-,f, (9.18) 


Ji Am 1 
AIDE (9.14), Bde, = 0。 于 是 可 以 得 出 下 面 结论 ， 
(9.10) 组 完全 可 积 前 一 个 必 妥 条 ' 件 是 ， 闭 把 组 中 药方 程 考虑 
BAH, EDS do, = 0。 
换 名 话说 ，(9.10) 组 完全 可 积 竟 一 个 愉 要 条 件 是 


do; Ao, A ve Aw, = 0 G=1,2,e,r), (9.19) 


上 述 条 件 也 是 充分 的 (Frobenius 定理 )， 但 我 们 将 只 HAE 
鹊 必要 性 ，Frobenius 定理 的 证 明 Wl Flanders[201], Sternberg 
[623], Ez H.Cartan[ 917, 


3, 微分 流 形 的 映射 


在 讨论 李 群 之 前 ， 需 要 陈述 关于 微分 流 形 的 映射 的 一 些 定 
Me KP, MoM’ AM n HRD IBM Bl m ER UE M 内 的 
一 个 映射 。 若 对 于 在 MM' LENTES TECH, WA fe PEC", 
QP 就 称 为 可 微 的 。 若 多 是 可 微 的 ， 则 有 一 个 诱导 的 线性 映射 
de, T(M)>T M), MAP 的 微分 ， 其 定义 如 下 : 对 于 任意 
Seta NET 和 任意 在 7 和 = 中 (p) 的 一 个 邻 域 里 确定 的 TEC“, 
ADS pkf。 外 )。 用 局 部 坐标 表示 MORIA x = 


XX] XS, ttt Tn) ,0 = 1,2,°,1m, 而 六 p= Sai /faxrD)y, 则 
1 


ac), (z), , (9.20) 


AX Da ( 
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SORAI EOP BRNO VERB) E:-T1.2,-.n: 2 = 1,2, 000, m, 
MR shit AT LAPS Bl se sc, E P, M>M, mit M^ 
Mt, W 
dF » D) - dy «de, (9.212 
可 微 映射 O, M-M'R SEIT BM 
p*, TCM’ )-- T*(M), 
称 为 史 的 对 偶 ， 基 定义 为 
Dr X paw Xp, (9.22) 
其 中 Xp = (dg)Xp， 而 0 Aum T; M-T- KR. Ho’ = 


Ade, WJ O* Cw! NEC 
PS adx,)= Da, 
! ‘ isa 


TER de fu PS Mle T y. 
映射 8 可 以 扩充 成 关于 4 RAM AR o^ tt ol E 


ox, 
9x; 


dx;, (9,23) 


(Da. Vena da Am dx.) 


DX a 


x, 
= p Lose 9 ene “ 
= 之 Ce 3x, dx, A Adx,,, (9,24) 
> 4 ， q 


eee ph, Zeman Mio WM’ tw nek, M 
Pty’ = |J jo = (de Dyw, (9.25) 
Kp [J 13€z8 Jacobi Jj Bg J = (9x./ PFT (12 1,2, 0, m. 
a = 1,2,*-.,m). 
40.20 ZEB) ME PHAR. 
(P o P)*= Bro HF, 
P (wb) = 9*co) APCD), - (9.26% 
P* dw) =d(P*(w)), 
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4, ER, ABSAB 


一 个 李 群 @ 是 一 个 群 ， 其 元 素 是 一 个 微分 波形 的 点 ， 这 个 流 
EEMOR E, mAP Ca, babia, be 8) dk — À À G x 
GAG 内 的 可 微 映 射 。 车 eE 全 是 么 元 ， 了 映射 xx 可 以 写成 
(e,x)-xex^!, WMotdLik—^ n 0A RAIO-—O. 

一 般 线 性 群 GLD (一切 可 逆 n x n MED ATER. 
了 喘 射 ai 一 xnu-b 420,77 1，2， +, DIE ADE AE 成 RY 
tE. WIE. GL Cn) fs RERE EE det (ayy) = F(x, 7x42) 
=0 的 点 除外 后 的 位 维 优 射 空间 。 积 分 儿 何 主要 是 讨 方 阵 李 
BÉ. BU GL(n) 的 子 群 中 构成 微分 流 形 的 ， 例 如 特殊 线性 群 SLCn) 
《行列 式 等 于 1 的 一 切 n xn KREME), AVE 交 À OC (满足 
00: =] nn 实 方 阵 的 群 ， 其 中 0 是 0 的 转 置 ， 而 1 为 
SE). HF O0*=1 Bá nin- 1)72 个 条 件 ，9CGo0 的 维 是 
nın-1)/2, 

对 于 每 个 固定 的 9€0, RNA PS A oh BE ORO 

(2) EB Los: 90909 MD) AB Ro, 999. 

BAGL—-* REX, EUHTIERN 9.00€, RNA 


(dLy )X og= X gg, (9.27) 
Wi X $525 ZETS SE RY, 
18 9.—9, goeft\, fF 
X, - «dL, X,. (9.28) 


Aik, EP ETRE RAPES Te 的 蕊 矢 通过 左 
BrE. 

同样 ， 已 给 G6 上 一 个 矢 场 X， 若 对 于 任意 的 g,goEG， 我 们 
BAUR IX Ka WIX SRZUARAS ER. Hl 09,976 N 
A, RE Xo= 〈dRo)Xe。 这 证 明了 ， 每 一 个 右 不 变 R p 可 以 由 
一 个 在 么 元 的 切 矢 通过 右 移 产生 。 

对 于 一 切 90,918 0, HN 
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Lg Rg D = L, C99) = 90991» 
Ry Lo, C9) = Ro,C9s9D = 90991» 
Le Ry, = Rg Ly. (9 29) 
另 一 方面 ,根据 (9.21) ,我 们 有 AC Lg, > Rg) = dLg, o dRo., 
于 是 有 交换 性 


因而 


dL,, dR = dRy, » dLg,o (3.30) 
HATE 
Logas I>HIII = IHN, Ross: 9799190) = (GI) Dos 
因此 ， 
Log Lg, eL 
于 是 根据 (9.21)， 
dhgig,edhy, e dig, dRy.,,=dRg ° dKg,. (9.32) 
HODA E. SL, SR, o Ry, = AMR, Ai 
dL,-i = (dLa), dig 1= CR," (9.33) 


FERR. Ve T. 表示 G@ 在 么 元 。 的 切 空 间 ， 每 一 个 EG 
诱导 出 一 个 把 了 。 表 为 自己 的 变换 ， 称 为 g 的 伴随 变换 ， 其 定义 


是 


go Rgigo = Rae © Rara (9.31) 


ad( gn): Xe (dR y=: o dL, e. (9.34) 


它 是 线性 变换 ， 因 为 dL. fn dRo, 是 线性 变换 。 映射 9->adCg) 
叫做 后 的 伴随 表现 ， 它 是 从 SAT. 的 自 同 构 BE CIGL) ARS 
一 个 同 态 。 事 实 上 ， 利 用 (9.302 和 (9.32) ,我 们 容易 证 明 


ad(9,90): X,—ad(g,) e d(g,) Xe, 
Mm ad(g¿'> = (ad(96)) 
5, 左 不 变 微分 齐 式 


每 一 个 左 移 Lo, 诱导 出 它 的 对 侦 映 射 (9.22) 
Lis Too Ts (9.35) 
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它 是 从 余 切 空间 7},g 到 了; 上 的 映射 。， 已 给 一 次 式 oET*(G )， 
XDXT—bs3,9€9G0, 

L$,9(9.92 = 9 (9), (9.36) 
Wo 称 为 左 不 变 式 。 在 局 部 坐标 下 BE rex? Al 367 VIGO x D 
依次 为 g,9ge ho 99 ask 则 不 变 条 件 《9.36) 可 以 写成 


SN a (ydy, = Une day = Sadr, (9.37) 


而 这 个 等 式 表 明 ， 有 时 用 来 表达 0 的 左 不 变性 的 记号 

w(g09) = C9) (9.38) 
是 合理 的 。 例 如 ds 是 实数 乘法 群 的 一 个 左 不 变 式 ， 因 为 对 于 
任意 当 数 xo, 


OCXxoY) = (xx)! Cdxgx) = xdx= w(x), 


#0, Mo, 为 左 不 变 一 次 式 ， 则 对 于 任意 常数 4a,b，aol + do, 
也 是 左 不 变 式 ， 因 而 左 不 变 一 次 式 构成 实数 域 上 的 一 个 矢 空 间 。 
由 《9.36) 可 知 

Li-rw(e) = wg), 

因此 ，G 上 的 一 切 左 不 变 一 次 式 都 可 以 由 在 。 的 一 次 式 产 生 ， 所 
以 左 不 变 一 次 式 所 构成 的 空间 旭 ! T2 有 相同 的 维 ， 即 GAY Aen, 
构成 这 个 空间 的 任意 底 的 一 次 式 1,92, on HHA O 的 Maurer- 
Cartan 式 。 换 名 话说 ， 今 的 一 组 Manrer-Cartan 式 是 GE B— 
组 线性 无 关 的 左 不 变 一 次 式 。 因 此 ， 每 一 个 左 不 变 一 次 式 可 以 写 


w= S 2:01, (9,32) 


其 中 a 是 常数 。 为 了 给 出 这 个 事实 的 一 个 直接 证 明 ， 注 意 车 "是 
一 个 左 不 变 一 次 式 ， 则 


Law C909) = © tigo go: (909) = w(9) 
k 
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= ADD, 
iH eiu) = 0,9), A 
>) (4iC909) — CH (DN = 0, 


RE, AR e, 是 线性 独立 的 ， 最 后 一 式 表 明 009g) = 
2,09), Km a= 常数 (1 = 1,2,0,7), 

一 般 地 ， 我 们 有 下 面 的 重要 定理 。 

À ARE RATRER 
= M tunm, On ^t AG; (9.40) 
其 中 一 次 式 ob 属于 一 组 Maurer-CartanX, BAR... TE 
E. 

EASA MA? JARN No Now os HR à He 
模 的 一 个 底 。 

ZE OENE -DEDE n KAREAHA E 
一 个 当 数 因子 。 


8.  Maurer-Cartan 方程 


Utío;)(r21,2,*,n) 359—148 Manrer-Cartan 一 次 式 ， 即 Gb 
左 一 次 不 变 式 所 构成 的 矢 空间 的 一 个 底 ， 根 据 (9.267 中 的 最 后 一 
个 方程 ， 我 们 有 L1de-d(L20), AH, PEK do, 是 左 不 变 二 
次 式 ， 而 根据 上 节 最 后 定理 ， 我 们 可 以 令 


du, = > Cy ¿05 Ae, (9,41) 


te ko 
其 中 C5 为 常数 。 C1 - Ci = Cb， 然后 把 C4 仍 写成 C5， 
CO. 入) 可 以 写成 


do,» D} Cj, Aet, (9.42 . 


fe k=] 
HH Cy, 是 满足 
C$, * Ci, 70 (9,43) 

的 常数 ， 

Jj à C9, 42) MU WERE G 的 Manrer-Cartan 方程 或 结构 方程 。 常 
数 C5; MAGMT {oH eR. 

有 了 时候 利 于 把 结构 方程 用 普通 的 微分 来 表示 。 Fl 用 (9.6)， 
可 以 把 (9.42) 写 成 


dos) - ?u(d) = + 505, Co) oc) ~ oj). (0) 


-O Cy 0; ( 0x05), (9.44) 
ja E 


其 中 右边 是 微分 齐 式 的 普通 乘积 。 
结构 常数 的 性 质 。 结 构 沼 数 满足 反 称 条 件 (9.437。 此 外 ， 对 
Manrer-Cartan 方程 取 外 积 ， 利 用 d(do)=0, & 


0= CH (Chop Aq A — C$ 04 ^0p A0q) 
= jc Ci op A Oo NOx 


=>, >, (Ci, +Ch Ct, + Ch, Cl op Aug Aek, 


1 BPeQek 


由 于 {opA 人 osAok}(CpP<p<K) 是 左 不 变 三 次 式 所 构成 的 矢 空 
冶 的 底 ， 因 而 这 些 三 次 式 是 独立 的 。 我 们 有 ， 对 于 一 切 !1,P,49,K 


<n, 
SCC hC + CI, *CV,Cl 20. (9.45) 
了 一 


方程 (9.41) 所 确定 的 结构 常数 和 底 {oi} 有 关 。 若 用 另 一 个 底 ， 
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{9i 代替 {oij， 而 它们 之 间 的 关系 是 


中 | = S umr w; = SU PR (9.46) 
ho: $! 
其 中 u, Ua 是 常数 ， 而 且 
Danas = 845, (9.47) 
Der 


则 我 们 有 以 下 一 组 新 结构 常数 。 
Ch= Y) ChUmUpense (9.48) 


这 些 等 式 表 明 ， 

(a) 条 件 C4 = 0 GREER. CIRKO 的 一 项 内 在 性 质 。 
我 们 可 以 证 明 ， 它 们 是 5 为 交换 群 的 充 要 条 件 。 

(b) 从 (9.47)7 和 (9.487， 可 得 


e 


> C. = Dr Uns 


pul 


SIC =0,  mzi,2,—,n (9.49) 


是 与 底 无 关 的 方程 组 ， 因 而 代表 6 HS-HR., RHA 
到 ，(〈9. 49) 是 所 谓 单 模 群 的 特征 。 
方 阵 群 的 Maurer-Cartan 式 的 构成 法 。 设 6 为 一 个 方 阵 群 ， 
9 = (GIA. MHE 
0=gy'dg, (9,50) 
它 的 元 素 是 


G4 = D Ymdgnss (9.51) 
E 


其 中 vo, REA ORR. AED 是 左 不 变 方 隆 ， 即 04; 为 
ERER. 事实 上 
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L5,2(909) = (909) "(909 = 97195 gud g 
2g dg= Q(g); (9.52) 
而 这 就 是 左 不 变 的 条 件 (9.36)。 
车 @ 中 的 9 是 ”xy 方 阵 而 6 的 维 是 *， 我 们 要 证 明 , Er 
个 一 次 式 ou mm, BEBO AAC. UMP. EL) R 
们 有 
Ce) = (dg), = (dg; le). 
而 由 于 dg COMI GLCr) 在 么 元 的 余 切 空间 的 一 个 底 ， 它 们 包 
SG E e 的 余 切 空间 的 一 个 底 ， 而 这 个 底 的 余 切 拓 产 生 ”个 线性 
无 关 一 次 式 。 因 此 ， 在 C9,51) 的 一 次 式 里 ， 可 以 选 出 左 不 变 一 次 
式 的 底 ， 即 一 组 的 Maurer-Cartan 一 次 式 。 
对 (9.50) 外 导 , 得 d0Q= dg" Adg= — g^dgg^' Adg b ‚EN 
dQ = -QAQ, (9.53) 
这 个 方 阵 方程 所 含 的 于 个 方程 里 就 有 着 @G 的 Maurer-Cartan 方 程 。 
例 考察 三 维 方 阵 群 


x 0 y 
g=| xlogx x z 


0 0 1 


» XEO. (9,54) 


BREE RO, ARR AT PM 0. RMA 


dx/x 0 dy/x 
o-oo dx/x dx/x ~x-!log ydy + dz/x | (9,55) 


0 0 0 
于 是 一 组 Maurer—Cartan 3X 4% 
d d l dz 
mes, =, Ws = Bay. (9.56) 
由 于 


D tag 'gse TMdg gtg tdg 20, 故 dg eg" dgg^!, — AH 
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0 0 WA 0; 
2A2=| 0 0 0,40+0,A0, |, 


0 0 0 
G 的 结构 方程 为 
de,20, dos= =W, Aw dos= — w, ANAW +0, A vs, 
(9,57)- 
而 非 零 结构 常数 是 
Cis= -Ci= -1, Cis= -C3,=-1, Ch--Ci--l1. 
(9.58) 


右 不 变 一 次 式 。 关 于 左 不 变 一 次 式 的 一 切 论点 几乎 可 以 不 可 
改变 地 用 于 右 不 变 一 次 式 。 已 给 一 次 式 0, BM — Maw 
6, 


R$,0Cg9o) = 809), (9.59) 
则 WH 叫做 右 不 变 式 。 我 们 将 把 这 个 条 件 写成 
R;0-0 或 Ogg.) = @(9); (9,60) 


[HR (9.600 AUR NX ER RE An (9.500, PROSPER HD, OGG JE AS UL 
空间 Tig, MEN OCW TE 的 元 素 . 

象 左 不 变 式 的 款 那 样 ， 右 不 变 一 次 式 是 实 域 上 的 一 个 nn 维 笑 
空间 。 对 于 方 阵 群 ， 右 不 变 一 次 式 可 以 从 方 阵 

Q=dgg"' (9,61) 

得 到 ， 而 由 于 R,,9-4(990€(99) '= 9, TRADE. M 
The 里 选 出 ”个 线性 独立 的 元 素 ， 就 得 到 右 不 变 一 RATÉ 
成 的 折 空 间 的 一 个 底 ， 由 (9.61) 和 (9.50)， 我 们 有 


Q(g) = gdg-'= -dgg"'= - O(g). (9,62) 
AK, 总 可 以 选取 K{w,},{&;}, 使 
Cg) = —wicg^ 5, 1=],2, "e,o (9.63) 


如 同 我 们 得 到 59. 42? 那 样 ， 我 们 可 得 
PARANT (9.64) 
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其 中 0 和 是 常数 。 应 用 (9.64) 于 g-! 并 参照 (9,63)， 议 得 


- doy = > >, Q$,04 A 0%, (9.65) 


一 上 


于 是 和 (9.42) 比 较 ， 就 得 Tio Ch. HR 于 有 不 变 一 次 式 的 
结构 方程 可 以 写成 


do; = -7 À Cintas ndo, (9,66) 
对 于 交换 群 ， 左右 不 变 式 相同 ， 而 (9.66) 和 (9.42) 给 出 
:05,= 0。 换 句 话 说 ， 交 换 群 的 结构 常数 等 于 零 。 可 以 证 明 , 这 也 
是 交换 群 的 充分 条 件 。 
与 (9.44) 对 应 ， 结 构 方程 (9. 59) 可 以 写成 
da,(5) -55(d) = - 24° sDi(d) Bd), — (9.67) 
Bl 考虑 方 阵 群 (9.54) RIE 


x7ldx 0 —yx-idx+dy 
£22dgg^!2| x-!dx x-!dx — yx-!-zx-!dx + dz | 


0 0 0 
üt —H8UR TE — UE 
as”, D, = -Ždr+dy, D; = - ET dx + dz, 
(9.68) 
结构 方程 是 
dæ =0, do,=0,40,, dö, = 0, AD, +0, A öz. 
(9.69) 


结构 常数 和 (6.68) 相 同 ， 只 是 符号 相反 ， 


7. 群 的 不 变 体 元 ， 单 模 群 


设 {0;} 为 群 B 的 一 组 Maurer-Cartan 一 次 式 。 外 积 
di® = w, AOA * AU, (9.70) 
是 一 个 左 不 变 1 次 式 ， 而 且 按 第 5 节 的 系 理 ， 除 一 个 常数 因子 
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外 ， 它 是 唯一 的 左 不 变 一 次 式 。 我 们 将 把 dx@ 的 左 不 变性 用 记号 
d,(9,6) = drG, IEG (9.71) 
表示 。 

n 次 式 dzG 叫 做 G 的 左 不 变 体 [ 积 ] 元 [ 素 ]。 在 积分 几 ME, 
它 也 叫做 个 的 运动 密度 。 第 6 章 所 讨论 的 运动 密度 是 平面 运动 群 
的 左 不 变 体 元 。 

同样 ，G 的 右 不 变 体 元 的 定义 为 

drO =G, AD, A A Os, (9.72) 
其 中 {5 是 右 不 变 一 次 式 空间 的 一 个 底 。drG 的 右 不 变 式 可 以 用 
记号 

dp(G9o) = 426, MEG, (9,73) 

对 左 [ 右 J 不 变 体 元 取 积 分 ， 就 得 到 上 的 一 个 左 [ 右 ] 测 度 。 
在 任意 局 部 紧 致 群 上 ， 这 个 不 变 体 元 是 存在 的 ， 并 称 为 G6 上 的 左 
[ 右 ]JHaar 测 度 ， 大 多 数 我 们 将 要 证 明 的 关于 李 群 的 左 [ 右 J 不 变 测 
度 的 性 质 、 对 于 局 部 紧 致 群 这 个 更 -一 般 款 ， 都 是 适用 的 ( 见 [L443， 
500,710]) 。 

车 一 个 李 群 的 左 不 变 体 元 同时 在 右 不 变 体 元 ， 则 它 叫 做 单 模 
群 。 这 时 dxG 和 drO 至 多 差 一 个 六 数 因子， 我 们 就 可 以 选择 底 
(JA Oi}, ER 

dG = drO. 
车 @6 是 单 模 群 ， 根 据 (9.63)， 可 知 ( 除 符号 外 ) 
d,6(9) = di6Cg^D, (9,74) 
换 句 话说 ， 单 模 群 的 不 变 体 元 在 映射 "9 -下 也 不 变 。 这 个 不 变 
性 对 应 于 所 谓 在 运动 逆转 中 的 不 变性 ( 见 第 六 章 ， 第 3 705. 

现在 我 们 将 给 出 单 模 群 的 若干 条 件 。 由 于 7 个 一 次 式 6; 是 独 

立 的 ， 而 6G 上 的 一 次 式 模 是 2 维 的 ， 可 以 令 


"LS. (9.75) 
k=) 


其 中 ix 是 G 上 的 摆 数 。 苦 采用 写成 (9.67? 形 状 的 结构 方程 ， 假 定 
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Sd A EBT ES Ie BO Md AA JAMO 
EREE MAC) = 0, MO. BER 


do(d)= >) Chodak). (9. 78) 


$» kt 
另 一 方面 ,由 于 wi(Cd) 的 左 不 变性 ,oil(Cd) = 0， 而 由 《9.75)， 
我 们 得 
SN Gard (A) + 44466, (4)) = 0. (9.77) 


bl 


由 C9,76) 和 (9,77)， 我 们 得 


—À 
k=] f. j=l 


mAP KRO d BART, MHAR, Mi 


S( aix 一 5 Hama dor) = 0, (9.78) 


da, - D, Chilim = 0. (9,19) 
Jo m=l 
HERSIARAO. 75) HATA [aie |， 则 除 符号 外 ， 

d,6 = A(g)drG, (9.80) 

一 个 行列 起 的 导数 可 以 写成 
dA- >, Uikdaiky (3,81) 

i. k=] 

其 中 aix 的 定义 是 

yaa = Adin. (9.82) 


RUBRO. TOA) PO ORAL, 14 
Le D Cho. (9.83) 
Jr kl 


HOLDEM, WIR, Md4=0. MER, HAR 
数 ， 则 可 以 把 上 路 种 体 元 规格 化 ， 使 4= 1， 而 由 (9.807 可 知名 为 单 
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BRE. FUER GH BEEP RARE 


S)Ci,=0, 1=1,2,+*.,N, (9,84) 


k=1 
4(g) 的 性 质 。 关 系 (9.80) 所 确定 的 A DARE, TRIN 
现在 加 以 探究 。 令 右 移 Ruo。 ERIT (9.800 33, JERIUB daG RIA 
不 变性 ， 得 
Rj 416 = AC 990) RG Ir6 = 4(99go)dzG 


EEICEDE 
ACD) ASA (9.85) 


30.29, RATES A 不 变 n 次 式 是 可 交换 的 ， 因 而 
R? aG 仍 是 左 不 变 式 ， 于 是 ， 根 据 第 5 节 里 的 系 理 ，R;,dLG 和 
dzG 只 差 一 个 常数 因子 ， 因 而 利用 (9.85)， 就 有 


ACggo) = 


HH e 相对 于 s 是 常数 ， 但 还 可 能 和 9 有 关 。 为 了 求 “ 的 值 ， 我 
们 考 虚 g =e。 这 上 时， 根据 (9.63)，5i(e) = 下 (e)， 因 而 除 符 号 
外 ，(drG)。= (drOdes BHAC =1. e= 4A(go)， 而 我 们 可 得 ， 

fT —919,99€ O, 

1 
ACg) " 
这 些 等 式 表 明 ，A(g) 是 由 到 正 实数 乘法 交换 群 内 的 一 个 同 术 ， 

由 (9.85) 和 (9.87) 可 得 R5,d,6 = 494.6, 而 这 可 以 写 


ACggo) = ACD ACI, 4(9-1) = (9,87) 


成 
d, (G90) = Ag dS. (9,88) 


AGHARAR, 4.69 nd, GERTE LARS HE, A 
而 对 于 一切 ooEG，4(9gw 21. Ak, HA 有限 体积 的 群 是 单 
模 群 。 逆 定理 不 成 立 ， 例 如 尽管 GLCn) 的 体积 并 非 有 限 ， 我 们 将 
看 到 ， 它 却 是 单 模 的 。 
173 


Hf TERM ROAD DE ERBEN, WER RARE 
的 。 由 于 任意 紧 致 群 有 有 限 体积 ， 因 此 ， 荣 致 群 是 单 模 的 。 
通过 伴随 表现 ， 可 以 得 到 后 为 单 模 群 的 另 一 个 条 件 ， 事 实 
上 ，ad(go) 在 T* 上 诱导 出 线性 变换 
Cad(g:))*; wle) (Ria o Lo)* oce) zl, o R$), 


(9,89) 
这 对 于 一 切 一 次 式 o(e)E 15 成立。 注意 这 个 线性 变 th 的 方 阵 是 
(9.34) 的 方 阵 的 转 置 ， 因 此 ， 它们 的 行列 式 相 等 ,我们 将 用 
detad(g,) dé zs Ts 应 用 变换 (9.89) 于 (9.80) 两 边 并 利用 
R3514,6=4,6, HA 


L5, + Rrsıd,5= 4ngq; DLF drO = 4(909971)qn(9og) 。 
| (9.90) 
利用 (9,26)， 我 们 有 
L3,» REAL, 0 Rosie Am ALS, o Rio, 
= det ad Idd G. 


IS ifi 
det ad(go) di 6 = A(g0995 DAR (9.0) 


= Ags Lag, (9.91) 
4g-e, E 
Ace) 
ACgo)* 

HOLMER, M 4= 党 数 而 由 (9.92) 可 知 detad(go) =1, 
反 过 来 ， 车 det ad(9o) = 1， 我 们 有 

A(go) = ACe) = 常数 ， 

MO LAR. TER: 

李 群 @ 是 单 模 群 前 一 个 充 要 条 件 是 ， 对 于 一 切 g,goE 6, 

det ad(go) = 1, (9.93) 


det ad(g,) = 


(9,925 
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8. ELSA 
O FREE SB. ABAD, DAME 
了 平面 里 的 运动 群 。 它 和 方 阵 群 
cos -sinp a 
g- | sing cos b | (9.94) 
0 0 1 
间 构 。 
一 组 Maurer-Cartan 式 是 
w, = cos$da c sin$db, w,= —singda + cospdb, wa = dp。 
:结构 方程 是 
dw = wz AU dos =w, Aw; dos =0， 
而 非 零 结 构 常数 是 
Ci;- -Ci--1, Ci,=-C},=1. 
因此 ， 条 件 (9.84) 得 到 满足 ， 而 平面 里 的 运动 群 是 单 模 群 。 不 变 
d,6 = d4G = da A db A do, 
这 些 结果 和 第 六 章 里 的 一 致 。 
平面 里 的 相似 群 是 四 维 变换 群 
x’ = p(xcosp + ysing) +a, y” =p(—xsingd + ycosd) +b. 
(9.95) 
BRP, a,b, ®, FLA pO, 这 个 群 与 方 阵 群 
pcos psind a 
g = | — psind posó b ) p#=0 (9.96) 
0 6 1 
AM. 
利用 C9. 50), NEN 一 次 式 ， 
三 dp/p, Ws = 一 do, 
w, p^!cosóda — p"+sinpdb, (9.97) 


175 


w, = p^!sinóda + p”lcospdb, 


结构 方程 是 
de, = 0, do, =0, 
dos = — 0, 0-0, A 04, 
du, = 0, A03- 9, Aus, 
面 非 零 结 构 常 数 是 


Ci,--Cii--1, Ci,--Ci--1, 
C=C: =l, Ci,7 -Cii--1, 
条 件 (9.847? 不 满足 ， 故 相似 群 不 是 羊 模 群 。 左 不 变 体 元 是 


dp Ndo Ada A db 
3 a 


d, = v, Aw, Aw A0, = ? 


同样 ， 右 不 变 体 元 是 


dp Ad Ada A db 
p * 


d,6= 


例如 ， 以 Ca,6) 为 中 心 ， 以 p 为 半径 的 贺 的 一 个 集合 C， 在 相 
似 群 下 的 左 与 右 不 变 测度 是 
mO szaf SAGAL, 


ma) = gaf SARA, 
e 


SAS aE BEC EN KEN EE — uad C re47 D. 
O BMBR. ÉG,GHOM TT, MES 的 元 素 是 一 切 的 
偶 (91,92)， 基 中 由 91,9; € Go» MOKRE ERA 
(91,92) (91,9%) = (9191 9195), 
MORAS, 6.0, HOMO: HO @: 的 左 不 变 体 元 ， — 
Jii 66 的 左 不 变 体 元 是 dzrG@G= drG: 人 dzGa。 同 样 ，dsG@G = drO A, 
daGs*。 由 此 可 见 ， 关 人 ,是 单 模 群 ， 则 人 6 也 是 单 模 群 ， 


练习 1 证 明 关系 
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di (Gg) = det ad(g5')d,G, 
dp(goG) = det ad(go) drG, 
d,(Gg"!) = de ad(gd,6, (9,98) 
#92 设 C 为 结构 常数 而 a 的 定义 如 (9.75) 所 示 ， 对 于 
4ER, s, kan, ERRESA 


> CraQekaps = >, Cr tire (9.99) 
*?-1 


ar gel 


gu 考虑 方 阵 群 

(“ ) #0 

g = , á + 

-0 1 

利用 (9,50) 和 (9.61)， 得 
w,=da/a, w,=db/a, G,=da/a, @,= -(b/a)da+db, 


(9.100) 
因此 
a6= “A apg AR, 421, (9.101) 
a a a . 
不 难得 到 以 下 有 映射 
Loo: 244, b->a0b + bos 
Rg,: 27000, baby b; 
Rs Lys aa, b-9 — ab, + ba, + bos 
9 9 9 9 9 
ag): sa aq Pop 35 ap 


TA detad(g = a) 与 (9.92) 一 致 。 容 易 验 证 关系 (9.98)。 
例 2 考虑 (9.54) 中 的 方 阵 群 G6， 由 (9.56) 和 和 (9.68)， 可 得 
di 全 =x-3dx Ady Adz, dpG@=x'dxAdyAdz, (9.102) 


这 个 群 不 是 单 模 群 N09. 80 g BT HAC) =x’, 
dA/A= (2x)dx。 利 用 (9.80)， 容 易 验 证 ， 关 RC. 8D XA. 
群 的 元 素 9' = 9g， 是 具有 (9.54 形 状 的 方 阵 ， 其 中 的 元 素 是 
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X! — XxXq, Y! =XYa ty, X —xgyogx + xzo z, 


A(gg:) = (xxi) = ACg)AC9OD, 
而 
d,(G$9,) = x’ “dy! Ady’ Adz’ 


= (xx) xd A dy Adz = 4(9o)drG。 
按照 (9.88)， 这 是 必然 的 。 


上 映射 9 一 9o990 是 
xi =x, yl =~ Yax + Xoy + Jo, 
2’ = — xy jlogx + x, ylogxy — zoX + X92 +20, 
因而 一 -次 式 w =a’ dx’ +b’ dy! +e dz’ BR 


w = [a — Yab’ ~ Cyologx + yo + 2,0’ Idx 
+ [b* xy + x,logx,e’ dy + 0 xgdz, 
么 元 e 对 应 于 x=1, y=0, z=0, Wik, YE adlg) * AP 
以 写成 
à 7 a! — yob’ — (yo + Zo)C’ 


b= xb’ xoglogxoc/, ¢c=x,e’, 


因而 det ad(go) = xi。 利 用 这 个 值 ， 不 难 验证 方程 (9.927 和 便 等 
3009,98). 


例 3 考虑 群 GL(27， 即 2 x 2 可 逆 方 阵 


; xt — yz = D4-0, (9,1035 
所 构成 的 四 维 群 . 
方 阵 9 = g^ doi jose d 
v 1 


=p (tdx — yde), Wy = jar - ydt), 


Wy = C- zdx + xdz), 


从 (9,52) 所 得 的 结构 方程 是 


dw, = -w, A ts, 


9,7 (~ zdy + xdi), 


do, = ~ w, Aws — wo Awy, 
de,-0,/A9,*-09,/0,, do,=0,A03, 
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HARES AR BE 
C€ji,--Ci,--1, Ci--Cih--1, Ci--Ci--1, 
Cs= -C=1, Ci,--Ci.-71, Ch--Ci-1. 
因此 ， 条 件 (9.84) 成 立 ， 而 GL(2) 是 单 模 群 。 以 后 我 们 将 看 
到 GL(n) 同 样 也 是 单 模 群 。GL(2) 的 不 变 体 元 是 
d;$ = dr = 0, A 0z AU A, 


dx Ady Adz Ad 
= SEACH ASEAN, (9,104) 


Bl KOATHE 

x y 

eq Dom 
这 是 一 个 交换 群 ， 因 而 是 单 模 群 。 一 般 方法 给 出 
0,=0,=dx/x, 0,-0,-2dy/x— (y/x*)dx, 
结构 方程 是 do = 0, do, = 0， 而 不 变 体 元 是 
d,6 = dG = x^?dx Ady. 

例 5 16257; BERE 

x 


y 
g = lh  xÆ0. 
通过 一 般 方 法 ， 得 
@,=dx/x, w,=dy/x+ (y/x*)dx, 
D,=dx/x, &,= — ydx+xdy, 
£i #9 77 fà dE do, = 0, do,- -2ox 和 oz， 而 非 零 结 构 常 数 是 
Ci.- -C3 = -2。 这 不 是 单 模 群 。 体 元 是 
diG=x-sdzAay 和 dnsG=drAdy。 
ak 
A=1/x?, dA/A= -2(dx/x}, 
与 (9.83) 一 致 。 伴 随 映射 是 
Adx + Bdy-- (A — 2x,y,B)dx + Bx2dy, 
Aik, det ad(g.) - xj. 
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hie APEZ EE SUE 


1. Bie 

(ERE, MAMMA 因此 ， 为 简化 文字 和 记 . 
号 ， 我 们 将 把 左 不 变性 说 成 不 变性 ， 左 不 变 体 元 dzG 就 简写 成 
46. 


ROA n HEAT, DAS —9- MEN T8 CE 9 WALES 
BUG RE, MONTE). HTICEG, BR GP" 
MORALE A OSO, Allan, WR PEA 如 维 微分 结 
构 《 例 如 参考 [628, 第 230 页 了 ) .我 们 将 要 求 得 在 人 /9 上 存在 着 一 个 
在 @ 下 不 变 的 非 零 严 次 式 的 条 件 。 这 样 一 个 严 次 式 电 做 6/96 上 的 
BE, HIER BAEGS/SL-ATENE. HT GÆG/5S 
上 的 作用 是 可 迁 的 ， 不 变 测 度 如 果 存 在 ， 就 是 唯一 的 。 

EXIME RAID OEA PARE KE 
且 经 过 从 的 每 一 点 有 唯一 的 一 个 子 流 形 g 人 D。 因 此 ， 根 据 第 9 Ct 
2 节 ， 它 们 是 一 个 完全 可 积 ?ffaf FR 

«4170, Wa=0, +, Wm= 人 0 (10, 1» 
MMAR, Ko, 265 En —w x. 

HIF DATES AE RA ES FEE, (10.1) Æ. 
BAW ATMA Sree eR, Amal EA E AO Ho --#H 
Maurer-Cartan 式 fo 具有 常数 系数 的 线性 组 合 ( 第 九 章 ,第 5 节 )。 

由 于 这 样 一 组 Maurer-Cartan 式 ， 除 了 可 以 用 具有 常数 系数 的 线 
性 组 合 代 替 外 ， 是 唯一 确定 的 ， 可 以 假定 (10.1) 中 的 一 次 式 是 人 
的 一 组 Maurer-Cartan 式 的 前 岂 个 式 。 于 是 四 次 微分 齐 式 
d($/$) = 4, A0, A Am (10,2) 
ES PAPER, TH, ER—-4 CROCI M LEME mi 
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微分 齐 式 . 事实 上 RAPP RE m GR RT SE Mi (0094 09/ $) .. 
而 由 不 变性 ， 可 知 
FHHNIH/H = f(9)d S/S); 

由 此 ， 对 于 任意 的 6%，，/ (go9) = f(g9)， 于 是 由 6 在 6/9 EM ATE 
HE Mi Co) =e. Hat, G6/M ARE G/D, A 
为 当 gE 5 在 子 流 形 9 上 变动 时 ，d(B/5) 的 值 还 可 能 变化 。 我 们 
将 证 明 以 下 定理 ; , 

mi Xd(G/O RA G/S HEEGDE RRR E PM 


d(d(G/$3)) = 0, (10.3) 
TERA igg ESEIA mA. ACL 
en 


(Xi X4 e Xa) mS bn Em Emus Unds 


de OD ATG RU = BEG = 1,2, nodi] iG m mede. 
DI IDEM BR. HRC. DEN F 
df, =, d£,-0, +, df, =0, 
从 而 我 们 有 
d($/$) =F CE ee Sans maio ttt Und dds Ar AdEme 
(10.4 
在 9 号 上 的 一 个 变 差 so 下， 坐标 如 保持 不 变 ， 从 而 我 们 有 


aF y 
6(d(@/9)) = >) py AA AGS me (10.5) 


jm 
BH, xao. OSS, 8 
d(d(G/H)).= Y LEUTE Ne AGE, 
par 983 
=, OF 
+ Y 55,94 ^ dE A eee AdE,, 


pu ay; 


Jame] 
= 6(d(G/%)), (10,6) 
因为 前 一 个 总 和 等 于 零 。 因 此 ，5C4C@/ 允 ))= 0( 即 在 流 形 99 上 
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HILLS FA(G/D) AIEO BS SESE d HE EA (d(G/H)) =0. HEEE, 
另 一 处 理 法 ”我 们 将 给 出 G6/595 上 存在 着 一 种 不 变 密 度 〈 我 们 
总 是 考虑 “ 非 零 ? 密度 ) 的 条 件 的 其 他 形 XX. B Li, Eos, Em 
Ymi t SA Elli ro BERD EB Bis. ORICA HN, © 
们 有 坐标 | 
(61,65, ** Cms Jm >Yn)» 
其 中 (6,60 AATH BR. 99 T CX ADA 
4 允 ， 而 在 这 个 旁 系 里 ， 我 们 取 其 中 具有 坐标 
Crase, Ëm mes rend 
的 元 素 4 为 它 的 代表 。 由 于 (10,.1) 中 的 齐 式 是 6 的 一 组 Maurer- 
Cartan 式 的 前 欣 个 ， 和 而 (10.1) 又 等 价 于 
d£,=0, dé2=0, +, d£, - 0, 
w, RH AoC, yd) (1=1,2,…,m) 的 形状 ， 即 不 含有 微分 
dimes dn. WES, EORR Ay Maurer—Cartank a, & 
£26, E =p, +, bm= Em 
所 得 到 的 齐 式 在 5 的 作用 下 将 是 不 变 的 ， 因 而 构成 5 的 一 组 Mau- 
rer-Cartan 式 。 因 此 ， 我 们 有 
($ 4j Maurer-Cartan A T HE À 
9,7 94(£,y, d£), 121,2,-,m, 
o, — 0$ (č, Y,d) + of (y, dy), S=M+1,e,7, 
# polk £843 — $n Maurer—CartanxX,, 
取 (10.7)? 诸 式 的 外 积 ， 得 
d$(g) = d(G/H) Ch) Ad SC), (10.8) 
其 中 dD (gn) = was Am Av? 是 在 元 素 98 的 不 变 体 元 ， 而 9= 
Gu. 
# 1(6/D) 可 以 作为 密度 ， 它 必须 D KBR 99 的 位 移 中 不 
AB, 即 它 在 h>hgg 下 不 变 。 因 此 ， 必 须 名 有 ， 
对 于 一 功 24€ 5, 
| DO WH*AR".-—8Bd 


(10,7) 
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d($/5) (Agu) = 4(G/H) Ch). (10,9) 
根据 关系 (9.88) ,现在 有 d(G@G9ga) = ACA. HET TES MIA 
xp My Ed (How =5(9ad959。 通 过 右 移 9 一 9gag， (10.8) 给 出 
d(Ggx) = 4(G/H) hgn) Ad C94), 
而 这 可 以 写成 
ACga)d® = 4(G/H) hg MACIAS, (10,10) 
由 这 个 方程 和 (10.8)， 可 得 ， 对 于 每 个 gy eH, 
ACgn) _ (G/H) hgy) Ad? 
lIu) = «dA (G/H)CA) AdH * 
因此 ,者 要 (10.9) 得 到 满足 ， 必 须 Aa) =). BT SIE 
密度 时 总 是 取 绝 对 值 ， 就 有 下 面 的 Weil 条 件 [710]: 
在 齐 性 空间 信 / 咏 上 看 在 着 不 变 密 度 的 一 个 兖 要 条 储 是 ， 对 于 
一切 9rE9， 


(10,11) 


[ACI | = l6€9:DI. (10,12) 


根据 (9.92)， 条 件 (10.12? 表 示 
|det ade(9ga)| = Idet adu Cgil. (10,13) 


EL (2) 若 G 是 单 模 群 ， 则 对 于 一 切 0EG， 
detadc(9)=1. 

m400,13 5%), xG/59 4 € d Em0X34£5, mos x 3x 
RH, 

(b) 车 (10.13)? 成 立 ， 则 根据 (9.92)， 我 们 有 

14(9ga)V6(ga | = |ACo5/8Ce2 | = 常数， 

但 4 和 d5 除 常数 因子 外 是 玲 一 确定 的 ， 可 以 把 它们 规范 化 ,使 得 
[AQ0| = 15C9g)|。 于 是 可 知 ， 人 条 件 (10.13) 是 G/ 另 上 存 注 着 不 
变 密 度 的 一 个 充 要 条 件 ， 

O FOND 是 单 模 群 ， 则 条 件 C10,12) 成 立 ， 因 此 ， 若 久 和 : 


D 原 书 分 式 上 下 都 下 因子 4 多 ， 疑 误 ， 效 补 上 。 一 一 译 者 
I 这 是 充 要 条 件 ， 若 4(gp) =5(g98)， 网 (10.11) 分 子 和 分 母 相 等 ,但 ©: = 
1.25058) 线性 无 关 ， 故 得 (10.9)。 一 一 泽 者 
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HALB, MG/HHRERR. 

(d) AO 8:0 ffj-— AHE, RE 9 > ACD) EMG 到 正 实数 
RAA SAS. FIEREIN, CERRAR PF RIE 
RARE -P RRP. AERA ZT HMAC) 2905) 
-1, Hit, #659 -- PM FAH FIA, MAC/YHLATÄE 
A. 

JE SCC ED EE — FRET GA ER ELS ZU rs; BE 
如 下 ， 若 它 含 有 任意 实数 4 三 ;， 则 对 十 任意 ( 正 整 数 ) m， 它 含有 
a", {ARAN AY REM, IN Gm oo, a"—0o02ka"—0; Mk 
种 情况 都 不 可 能 ， 因 为 a" 必 须 保 持 在 一 个 不 含 OMAR AD (区 
RD ZN. 

注意 jaet ad(g,) | = 1 不 表示 对 于 任意 gE 6, 

(det ad(g)| =1, 
Nik, DS BAR ©/D ARERR, STETZARUNE. Bi 
RUBE GA 7; BE BE 


19 A TAE 


这 时 驴 是 交换 群 ， 因 而 是 单 借 群 。S5 的 Maurer-Cartan LX J& ©, = : 
da/a, w,=db/a, WR RID Lo = 0 人 确定， 市 由 于 dw1= 0, 根 ， 
iR DIE NI (10,3), G/DA ABBE. TLE, GHEE, 
因为 51= da/a, &,= -(b/a)da+b, jf 

di$ 2a-daAdb, d&G$-a-'daAdb, 


线性 变换 ade(9go) 是 4 = A, B’ = -bA+aB, Rrade(g,) = 
Age PRA, 490 = gun € Oi], detadg(g)=1, AUN detadg(g Æ : 
1. 
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2. 不 变 子 群 与 商 全 


WEE GO H FHM T--9g,.€$$—9)g€6, KA 
9349 '€ SOT, MORAGH ABW REERGEHUT RE, KH, #9 
aes, WAM, RRM GOUD =, FES 
间作 / 驴 成 为 一 个 李 群 ， 称 为 商 群 ， 也 用 /多 表示 ， 

itd, (G/D) 表示 这 个 群 8/ 允 的 左 不 变 密度 。 若 hE 是 旁 系 
9 另 的 一 个 代表 元 素 ， 由 hr << Su hen gae, ARIEN. 
这 个 事实 可 用 记号 

(6/9) Gu = 97(G/H) 
ER. TEETE O/H) = di CH HIER 
d, (6/5) = d:((6/9)9n), 
PA tie (10,00 n And; (G/M E Jr HE I O/H TE BE, CHE, 
可 知 ， 

LIA PARRA FR, HER) 6/9 有 一 个 在 GTA 
变 的 密度 ， 它 等 于 商 群 @/ 习 的 左 不 变 密 度 。 

由 这 个 定理 和 上 节 的 推论 Ca 可知; EG APRA DE GE 
一 个 不 变 闭 子 群 ， 则 另 是 单 模 群 。 

另 是 不 变 子 群 的 条 件 不 能 去 手 。 锅 如 EL(27 是 单 模 群 .而 它 的 
TRE 


lo: 


WAR BEE. LECHO Bb Eh. MUTTER 


是 方 阵 群 


x y 
( ) x30 
0 1 
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的 一 个 不 变 单 模 闲 和子 群 ， 但 后 一 个 群 却 不 是 单 模 群 。 当 然 ， 若 2 ， 
是 单 模 群 而 @/ 允 是 紧 致 的 ， 则 G6 是 单 模 群 ， | 


3, 齐 性 空间 上 密度 存在 的 其 他 条 件 


令 变 换 (9.89) 作 用 于 (10.8) 的 两 边 得 
AO 


-L,,9 R$;90(9/9) CEA Liy > RizıdHce), 
© (10,14) 
#G/O E euam AMAT: 99-9295 EN FIH> 
99595 (AIE $05. 故 (10.14) 右 边 第 一 个 因子 是 映射 
r*(Cga)o。 令 (10.14) 两 边线 性 变换 的 方 阵 行列 式 相等 ， 则 由 于 zr* 
和 dz 的 方 阵 互 为 转 置 ， 得 
det ad¿(9y) = detadr(C9a)。detr(Cdr(C9r))e。 (0,15 
MFR G/D, Le 就 是 弯 系 9， 作用 于 G/ 驴 在 6 的 切 空 
闻 的 线性 变换 群 (drCgn))。 "EE GS ER E EE. 由 (10.13) A. 
《10.15)， 我 们 得 定理 ( 见 [353])、 
在 齐 性 空间 @/ 另 上 看 在 着 不 变 审 度 前 一 个 充 和 要 条 件 是 
¡det dt (gg),] =1, (10.16) 
Poe te oe BE TAS OI. 
del HAS O/S LL FET NE EE — AIF. 从 
Q0.D. BWA El dv =, DC Aok Gomes m, 
并 令 两 边 不 含有 诸 微分 di 的 项 相等 ， 就 得 


dof = 003,0 A vt, 
因此 ， XpTnk,s-moal,,n, 和 群 全 的 结构 常数 Cj 和 子 群 另 的 相 
同 。 男 一 方面 , 根据 (10.7)， 对 于 点 9z (i= 常数 )， 我 们 有 
Yilga) = 0 (t= 1,2,°,m), I 1=mM41,+**, ni, 
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DC x) = oTtgg). 
因此 ， 利 用 (9.637， 我 们 有 
Oi(gu)7 — OCG) =O (= 1,2, ,m), 
所 以 ， 参 照 (9.83)， 和 条件 4= 5 或 44/4=46/5 化 为 


D Dona- Y Y cna, 


$=m41 k-1 +1 &=m+1 


由 此 得 
(Dar Jarno, 


ATRO AE, BE TMM RE SFL 05105]. 
BFE RIO/S Ed f$ TE BER -TAÄRAHR 
$1020, semel, (10.17) 
k-i 
Gaeta[ 见 211]] 给 出 了 一 种 计算 不 变 密度 的 方法 ， 这 种 方法 的 
基础 是 把 齐 性 空间 作为 仿 射 空间 里 的 馈 ， 并 建立 它们 的 模型 ， 


A. Gil 
(1) 设 G 为 方 阵 群 
1 0 legx . 
Zt x z | x 0, (10,18) 
0 0 1 
而 9 为 一 维 子 群 
1 0 0 
zur 1 | (10,19 
o 0 il 


$83 — 44 Maurer—-Cartan— RAE 
w@,=dx/x, w=dy/x, was —yx^*dx + x^!dz, 
(10,20) 
而 结构 方程 是 
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dw, = 0, dw, = —0,A0,, dw, = 0, Aw; ~ WA 0$. 
(10.222 
FROAC=1, 2= 0 所 和 确定。 因此 方程 组 (10.1) 现 在 是 ax= 
0, dz-0, 也 就 是 wx=0，w=0。 而 不 变 密度 如 果 在 在 ， 必 然 是 . 
4(6/H) =v, An, HF 
d Cw, A 03) = dw, Awg- e, A deg e 0, 
条 件 (10.3) 得 到 满足 ， 因 而 空间 6/5 有 不 变 密度 d(6/9) = 01^ 
ws， 旁 系 9)CG/ 驴 的 点 ) 被 x,z 坐 标 ( 第 一 节 中 的 # 1,8) 所 确定 而 用 . 
这 两 个 坐标 表示 的 不 变 密度 是 
d(6/9)=x"*dxAdz, (10.22) 
作为 练习 ， 我 们 要 验证 /S$ 上 存在 着 不 变 密度 的 其 他 条 件 也 . 
得 到 满足 。 事 实 上 ， 由 (10.21) 可 知 ， 非 零 结构 常数 是 
Ci2-Ci--1, Cis -C=-1, Cij=-Cj,=-1, 
AALIDE. Agg o gg 是 x =x, y= 一 yoxt+ 
XoY + Yos 2° =(yplogx, — 2,)x + yologx — xyylogx, + xyz — y,logx, + 
£o, ii |detade(g.)| =x}, Æ JEH, Mix, =1, {det adgcgy) | 
-1. ER Gu > 9 Jugn, TATRY =， 因而 1detada(Cga)| = 
1. FRAO IDR AIRE. SA JDE: HFH yoE R' 的 


方 阵 
1 0 logx 
+XY¥y X z | 
0 0 1 


因此 ， INR X= 1, Y= Yi, 2=0, 映射 ir(94) Ex =x, 
Warn, z’ =y,logx+z, 因而 映射 (drz(92))e 可 以 写成 


dx’ =dx, dy/zdy, dz’ HE ary 


+ 


FE ldet(dr(g)).| =1， 和 和 (10,16) 一 致 。 
(2) 考虑 方 阵 群 


D EBPP? = zx， y myn 3 =y c8. 一 一 译 者 
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El 
N 


x 0 0 
©: g=/0 , Xy, 
0 0 1 


1 0 
H: I4=]0 y 


| #50, (10.23) 
0 0 


Moo © 


EXACTO. Gh) —2H Maurer — Cartan 式 是 
9,2 dx/x, w=dy/y, w=dz/y, 
而 结构 方程 是 
do,=0, dw,=0, dos= 一 os 人 ws。 
FARIDI H= 常数, z= 常数 确定 , 故 方程 组 (10.1) 化 为 = 0, 
= 0. 我 们 需要 看 看 , (5/9) = w 人 ws 是 不 是 G/9 的 不 变 密度 。 
我 们 有 
d(d(G/H)) = do, Aw — ©, A dw, = 0, A 0$ A 032350, 
At. FEZA / 驴 在 8 下 没有 不 变 密 度 。 第 二 和 第 三 节 的 判 淮 - 
给 出 相同 的 结果 。 例 如 ， 从 结构 方程 可 得 C4 +i +C 一 1， 
因而 条 件 (10.17) 不 能 满足 。 一 组 右 不 变 一 次 式 是 
G,=dx/x, ,= dy/y, 
O, =(2/Y dui dZ = ~ zu. + Udo. 
因而 按 4(9)〉 的 定义 (9,80), RING AC) = 1/9, KOFER 
FÉ. ATEO, RNME01=01=dy/Y, get, Amin 
群 。 条 件 (0.12) 没 有 满足 。 读 者 容易 计算 
ldetade(g)| =, |detudy(u} =), 
[det(dr (gy el = 9i. 


5, 李 变 换 群 


GAB, MARAE. EUMETETXEG, pæxp(pE 
M) £#—-PEVEAR OHMS, TH 对 于 x,,x.€ 8. 
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PEM, xap =x Cx), (bo 上 映射 (x,p)->xp 是 CxM 到 M 上 
AR, USA MAESTRA RE, eo AT AL, 上 映射 pxp 
Ak TEMAS BUNTE. xp TEE FAR 
平面 上 的 运动 群 是 李 群 的 一 例 。 

设 等 为 M 的 一 个 李 变 换 群 ， 若 对 于 人 的 每 一 对 点 pp， 至少 
fj—^x€(G, fix», = Ps， 则 6 时 做 可 迁 妖 。 若 对 于 每 一 对 点 7， 
D.C M, BME—-W x, fi xp, =p, W GUST, He 26%) 
TRAE BES MIRE, IGN gS 

设 全 在 六 上 是 可 迁 群 ， 已 给 点 poE M，B 中 令 Ppo 不 变 的 一 切 元 
3Ps. (spp = po) 构 成 @G 的 一 个 子 H Go, ME Do HI SR (RG 
在 的 稳定 子 群 )。 这 个 群 Oo COMBA. CEREA AE, N 
yx 的 0 一 xpo 是 把 齐 次 空间 G/G, 变 到 M 上 的 一 个 连续 而 一 对 一 的 
BR, BUR FRSA xO.09/0,.19—^-26z 859 MU ri xp, IM 
ERIK, SEMA P= xp ERAS. BY EC/G 的 
代表 元 素 的 一 个 集合 ， 即 元 素 YE 6 的 一 个 集合 ， 它 具有 以 下 性 
Ki: YOo(Ve{y) 6/6, 9035, MAA Y Y) My GF 
BG. PAMRIHE. wi bine St v, HA (y) 
De ih 7 1892; RBM. 

f16/G0,8 —T1EG PEA ERBE, hat Y A MR FM AH 
SAAR EE, MM ARE XH ASE dl BE XE 


mos = | , 9004 (8/69, (10.24) 
其 中 当 yPpoE XB, 6(5)-1, Wo) 20. SXSHd(9/6, 称 为 


TEG RARE, MAW RSE, JFE 
dP = d(G/@G»). (10.25) 


由 (9.74) 和 《10.3) ft, AG 和 OERE, MdP = d(G/ 
GS fey PRB, 100,240 RL BE 
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m(X) =Í Paar, (10,26) 


Hep E YX ph, (yD =1, HMO) -0. 

我 们 给 出 这 些 公式 的 两 项 应 用 。 

DM 设 Ko 为 MM 内 一 组 必 个 固定 点 P1,P2,*…*,Py。 对 于 每 个 Pi， 
写 出 (10.26) 并 相对 ,得 | 


| (KmIX)daP= Nm(X), (10,27) 
58/85 


He RON ARRET yX 的 Ko 中 的 点 的 个 数 。 由 此 可 见 ， 若 
m(M) = m(6/6,) RMHB, MAF- REIER 
天 o 的 点 的 个 数 的 中 值 是 


X 
Ew) = TEN. (10.28) 


由 于 中 值 E(v) 在 v 的 量 大 和 最 小 值 之 间 ， 我 们 可 以 叙述 以 下 
EF: 

EMARDAH, BELA, ROHEMATHH. KRG, A 
AS Mg SRE, GhOX PRÉ, 而 且 齐 性 空 À] S/SHATÄ 
BE. EXAMAGB SER, ARA MX), mM AAR A 
m(M) (m(X) fom (M) AR S E Ed (9/6 = dP 来 测量 )。 则 已 给 
六 个 点 PiEM (i=1,2,*…,NN)， 就 有 一 个 平移 vyCO, HIXSA 
EY CEB) NmnOX)/mcM)A4- rtl 5. 3X AMARA AR m 0< 
mX)<m(M)D, MEVA HAYA 含有 大 于 (小 于 )NmCX)/ 
m (M) AS Pree S. 

定理 最 后 部 分 的 证 明和 第 八 章 第 4 节 里 的 租 同 。 

(2) 考虑 复 变数 2=+in。 群 5LC2) (一 场 行 列 式 等 于 1 的 
2 x 2 方 阵 ) 在 上 半 平 面 的 作用 就 如 群 


(D HXxfémOO«mobD, — RË 
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,_az+b 
7o pet? 


Jib, He a,b,p,q 为 实数 。SL(2) 的 Maurer-Cartan KD 
w, = qda — bdg, w, = qdb — bdq, ws= — pda + adp, 


ag-bp=1 (10,29) 


(10,30) 
am Al Mid Cag - ^p) -0, RINE 
da = aw, +bo,, dbz — buw,+au,, (10,31) 
dp =P0,+90,, dq= ~qw,+ Du, 
结构 方程 为 
dw, = 一 op 人 as， dos= -20,A0,, de, = — 2w AW. 
(10,32) 


在 z =i 的 合 痕 群 @o 用 条 件 ? = - p,a = 4 确定 ,而 按照 (10.31)， 
这 个 条 件 等 价 于 wo = 0, 0, w= 062 。 由 于 dCwA Co, + 6)) =0, 
根据 判 准 (0,3)， 可 知 6/G。 有 不 变 密 E d(6/60) = dP = 9, A 
(+0). ER 
dz = (0, + w + 2i@,)/(pi+g)?®, 
2-2=21p?+ q), 


14 
AN 
i 


_ dzNdz_ d&Adn 
F2) 一 27? . 


现在 考虑 二 SL(2) 中 ， 令 半圆 |z| =1 (L0) REBATE 
素 所 构成 的 群 @,。 这 些 元 素 的 特征 是 ， 对 于 企 意 的 *， 


dp 


(10.33) 


a à 


D Hi #4 z( ) n 
P q 


O, O, 
Gag 'dg= ( ) 


Ds 一 路 
Fk Aid (ag - bp) 2adq-gda-6dp-pdó 20, — ER 
O HERHD=-p, a=¢ 立刻 得 到 O,*0, 0,0550, 因此 (10.31) 是 不 必需 
A. — wd 
@ Ba Rpt 19)*。 一 一 译 者 
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1 = (a? + 2abE +b?) (p? + 2pq£ +47, 
MA tho +b? =p +q, ab-pa, MAR a=4, b-p ux 
a= -9， b= —p, XXE MESE UE To, 70, 9-042 0, HT dC. A 
Qu, —094)) = 0， 齐 性 空间 6/6, 有 不 变 密度 
4(G/G,)} = w, A (a, — 0), 
人 的 元 素 (10.29) 把 半圆 1z1 0 1 (0200 BR HPA, Ig 
E, ORES r 确定 于 
= (bq - ap) (pP? - 457, r= Q- pD, (10.39 
利用 (10.30)， 通 过 简易 计算 ， 可 得 
4(G/G,) = 0, A (9,94) = ~ CAF Adr)/2r?, (10.35) 
RE HOE Sh AE IB EE HE (10.29) Pg ES RE, 
FEET (0,29) P, EI 20 XT AEBON BUUL fT ESI 
经 典 的 Poincare 模 型 。 因 此 ， 除 一 个 常数 因子 外 ， 点 密度 (10.337 
是 非 欧 面 元 ， 而 (10.35) 则 是 双 贞 平面 内 直线 (短程 线 ) 集 合 的 密 
EC 如 283601). 


6. 注 记 与 练习 

(D Blichfeld 定理 和 Ninkowski 宗 理 的 推广 ， 设 他 为 微分 流 
形 ， 而 且 在 必 上 李 变 换 群 @ 的 作用 是 可 迁 的 。 首 先 ， 假 定 齐 性 空 
16/66 (Go 为 在 Po WIRED ARBRE (9/60; 其 次 ， 假 定 
Map 4 AIX Dy Ch = 0,1, 0), Mim, DAN Da = Ss. 
第 三 ， 假 定 6 有 一 个 离散 子 群 ， 它 具有 以 下 性 质 ，(a》 每 个 DD， 
是 变换 x € STEHT Du 的 象 (xo= FAT), BND, = x, Dom € 
F,h=0,1, 1); (b) Fhz0, MET 把 一 个 基本 区 域 D) 变 
成 一 个 基本 区 域 Dm mi ism: (o 基本 区 域 有 有 限 体 积 0 过 
mD = mCDn)。 这 样 ， 我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 ， 

APO E EAE XD SONS. EÈ capi GE 


CO MERE, e (gp? 


LI 
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SAA A) dO E EE (Pi) 在 点 PEAR AT Ja PET RAMA 
9, m HB SODO), RÉ, NATMBAD EEX, FH 
BPBRIX Ly} = 0/60 的 代表 元 素 的 集合 )， 使 得 在 9 飞 所 含 的 
WAL, MOORE 

m(X) < 


m(Dy) eat POs (10,36) 
3, 4E EGRE ARES UX, RAT ATOO30. XEMEN 
Y, LEEST, £d. ODOS8XTOO36, woe 
存在 着 平移 条 ， 使 总 和 确实 大 于 (10.36) 

车 f (pi;) = 1， 我 们 得 到 YX 所 履 盖 的 格 点 数 的 中 值 ， 即 m(2) 
=Nm(X)/m(D,), es SEB, X 的 象 所 含 格 
点 数 的 上 下 限 。 阁 名 为 n 维 欧 氏 空间 Es， 人 6 为 其 中 的 运动 群 ， 而 
信 为 保持 具 整 数 坐 标的 格 点 不 动 的 平移 子 群 ， 则 G6/ 为 En 里 的 
平移 群 ， 而 上 述 定理 与 经 典 的 Blichfeld 定 理 一 致 ， 即 ; 

BE, ARERR ER. AX HTM, MX) 
mk, WAP Y, BIXEVYS PBA. LIRA R 
5Y. 

3 MBECEBEZuSIzI1, 6 为 把 M 变 成 自己 的 线性 
变换 群 ， 而 和 为 @ 的 一 个 不 连续 实 子 群 (Fuchs 群 )， 我 们 的 定理 
给 出 TsujiL680] 的 一 些 结果 。 考 虐 N = 1 的 款 。 忆 给 含 po 在 内 的 一 
TER, FEINE NE, 而且 对 于 任意 两 个 元 素 x,yE 6, 
下 面 的 两 个 条 件 得 到 满足 ， 则 对 于 和 群 人 6，X*+ 称 为 X 的 一 个 于 域 ， 
这 两 个 条 件 是 ，(a) Exp EX*, Mx "pc X*, (D€xpncx*, 
3poEX*， 则 xypoEX。 在 这 样 的 条 件 下 ， 可 以 证 明 : #4 Po 在 
PEUR AAN AMIR X*, HB MCX*)>m(D,), MX Ey 
含有 和 Po 不 同 的 一 个 格 点 。 

EME En, GAFE, MISAS HTE, CREAR 
标的 点 所 构成 的 格 ， 这 个 定理 就 是 一 个 经 典 的 Minkonski 定 理 
L361]。 关 于 它 对 复数 平面 的 么 E À 和 对 Fuchs 群 的 应 用 ， 见 
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Tsuji[679] 和 Santal6[571]。 

(2) 按照 M.I. Stoka 巷 义 的 可 测 群 。 设 在 微分 流 形 M 上 ， 例 
是 可 迁 李 变换 群 ， 而 Go 为 在 poE M 的 合 痕 群 , 若 齐 性 空间 G/ 斧 ,有 
不 变 窗 度 d(G/6,) (MAR RAWE), M Gn] 做 按照 M .I.Stoka 
意义 的 可 测 群 [646]。 接 和 句 话 说 , 车 在 可 迁 群 G@ 下 有 不 变 点 密度 ， 
则 多 叫做 可 测 群 。 可 以 证 明 下 列 定理 ， 

(a) M Eih Hiii T a E AZ 时 d(G/G À O 6 
TERE). 

1) EME niki, MERKRA TM in + LARA AT, 
SEA 1 HET a] RE, 

(Y) AR Gv — TOTGt4EGR AFG, WMORTA, 

(d) EGA APS ILE 多!，G,， 虽 光 可 测 的 一 个 充 要 条 件 是 
G, 6, À 相 有 目的 不 变 密度 。 例 如 作用 于 实 线 的 仿 射 群 @，x’ = 
ax+b(a 0) 4F SE Gi x ox cb, EA ADAME de, GX 
有 相似 子 群 Ga x = ax，4 关 0， 它 具有 不 变 窗 BE dx/x。 由 于 这 
两 个 密度 不 同 ， 信 是 不 可 测 的 ， 即 在 仿 射 群 G 下 ， 实 线 上 的 点 集 
没有 不 变 密 度 。 由 此 可 见 ， 射 影 群 

x? =(ax+b}/(cx+d), ad-bexo 


是 不 可 测 的 ， 即 它 没有 不 变 点 密度 ， 这 可 以 通过 直接 计算 验证 . 
关于 可 测 群 的 其 他 性 质 以 及 通过 群 的 无 穷 小 算 子 和 结构 常数 
表达 的 关于 可 测 性 的 充 要 条 件 ， 见 Stoka[646]， 参看 Chebotarev 
[102], Drinfel' d[152,153], Vranceanul 7061, 
O EREN, O Yt S,S 为 李 群 G 的 闲 子 群 ,SCS。 若 
齐 性 空间 6/3 和 6/6 依次 有 非 零 不 变 密 度 d(G/H) $n d(6/S), 
S/S 也 有 不 变 密度 ， 而 且 在 适当 规范 化 后 ， 它 可 以 写作 


d($/6) =d(G/F) Ad(S/S). (10.37) 


111298, 第 449 页 jj 关于 具有 有 限 不 变 测 度 的 齐 性 空间 , 见 [436] 。 
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(D) 1E D RABE 6 Bo T RE. Kh G/D 46/9 1:6 1 
PRBE., WU 9/5093 $/OD 多) 有 不 变 密 E 的 一 个 充电 
件 是 6/ Co) SOUG E 98 BEL 661. 

() 章 性 空间 里 的 相对 不 变 密度 。 设 全 为 李 群 。 设 0 
上 确定 的 微分 齐 式 。 我 们 知道 ， 车 对 于 一 切 go,9E 6.00.9 
LG, WORAE O PARGEAAEBE, HOHE “A 
变 ”)。 更 一 般 地 ， 若 存在 着 一 个 正 实 值 的 陆 数 Oo. GRE: 
WRF EMF 9,966, 

IHN = CI) QC, 
则 Q 称 为 在 © 下 相对 不 变 。 

Ve 5 AG 的 闭 子 群 , 并 考虑 齐 性 空间 6/9. RE 6/9 是 
A l AG 上 的 mn 次 式 。 Xi, E ER RIO SE E 
FPE, BAT 9€ 6, 94€ D, À 

2(ggg) = Q¢9), 


WY 2 6/9 LH —-t+ miX. REZA, Æ 6/9 b, f 
着 在 © PARRY miki EA. MERTE HB. do 
HEG PRM PAA, 6/9 上 的 区 次 式 。 

设 61=0，0@s=0,*swm=0 为 一 组 确定 仿 / 罗 的 旁 系 9 
Piaf À. 400,10, A0m. EARE. DIET, € 
TEM, Æ $C909) =g(9o)%(9) 的 情况 下 ，G@/5 À À To i À 
密度 存在 的 一 个 充 要 条 件 是 dCbo) = 0。 这样， 所 求 的 相对 不 
中 次 式 是 2 = 920。 此 外 ， 治 用 和 (10.13? 里 相同 的 记号 , 在 多 上 
RF & 满足 等 式 


PCgn) = det ady(gq)/detadg(gy) 〈 见 [521]7。 


由 60190 = PINO AT An, BRA EBORE 9h 010 = 9€ 
JA(gn), O ETEXE— TPG KAR PETI PRE ER o £06 HG, 
上 的 一 种 相对 不 变 密度 。 更 一 般 结 果 曾 为 Bourbaki[ 69747 Rei 
工 500] 所 讨论 。 
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练习 1 =A. ESTO), n22 AIR SF 1, 9520 
OKIL, gj 00 LISE nxn FER ROH, E 
叫做 特 吻 三 角 群 。 证 明 它 不 是 单 模 群 JH ST, Gr) & 7x gui = 0 
(LIL), Y =101<:<D HB) nxn HREM. D 
是 STCn) 的 闭 子 群 。 证 明 它 是 单 模 群 ( 见 [500]) 。 
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第 十 一 章 仿 射 诸 群 


1. 仿 射 变换 诸 群 


ER 天 示 实 nn 数组 (x),*…,xn) 所 构成 的 空间 、 并 具 有 通常 
的 拓扑 。 我 们 将 把 它 叫 做 笛 卡 几 半 维 空间 R" 的 +r 维 线性 空间 
Mie > 维 平面 人 = 1 时 是 直线 ，”= 2 HE M, ran- HER 
SEND. 

现 将 前 章 的 结果 应 用 于 R 的 仿 射 群 、 用 x 表示 具有 坐标 
(xzayxo wx) 的 点 ， 同 时 表示 以 这 些 学 标 为 元 嵌 的 "xl 矩阵。 
一 个 仿 射 变换 是 一 个 把 RT 变 成 自己 的 变换 ， 它 用 形状 为 

x” =ax+b, deta-0 (11.1? 
REE Peas, Hk a= Cas), b= (bi) eR nxn An xis 
阵 。 一 个 仿 射 群 是 具有 (11.1) 形 状 的 变换 所 构成 的 群 。 这 些 群 和 
对 应 的 (n+ D x (n+ 1) 方 阵 群 
a b 
o=( |) (11.2) 
同 构 ， 后 一 个 群 的 元 素 满足 规律 


4,4; agb, + b, | a^ —a"th 
9291 = ( 0 ) nf . ). 


(11.3) 
一 个 仿 射 群 的 Maurer-Cartan 齐 式 和 对 应 的 方 阵 群 相 同 ， 即 
方 阵 a do 中 一 组 独立 的 一 次 式 ， 而 这 个 方 阵 现在 可 分 解 成 矩阵 
Q, = a^'da, y =aridb, (11.4) 
通过 外 导 ， 同 时 利用 关系 da = - ar-tdaa-:， 我 们 得 下 面 的 
结构 方程 
dO,» -Q,A92,, dQ,=-2,AQ, (11.5) 
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a= Cas), b= (15), az (0115, 


Q,= (wi), Q,-(09), (11.6) 
则 方程 (11, 4) 可 以 写成 显 式 
907 2,04 dass, w= Dian, diy, (11.7) 
km) bel 


而 结构 方程 变 成 


do; = - Som os, do, = 一 D din AUR. (11.8) 
a=] 


若 一 个 仿 射 群 是 7 维 的 ， 则 在 n° n 个 一 次 式 011,0, 中 恰好 
有 7 个 是 线性 独立 的 ,它们 构成 那个 群 的 一 组 Maurer-Cartan 式 。 
BIT TREE Gm) Ca 是 任意 x n 满 秩 方 阵 ii ^ 是 任意 
nx] SERED, MIA r =n? +n 而 Maurer-Carran 式 就 是 所 有 的 wi, 
oi。 对 于 特殊 仿 射 群 @ ,Cn)(dera=1)， 我 们 有 r=m+m1-1L1， 因 
而 在 一 次 式 011,0 之 间 存 在 着 一 个 关系 。 事 实 上 ,把 方程 d(Cdeta) 
= 0 展开 ， 就 得 


Dyanidain =0 或 071 + 055 + t + Ugo =O, (11,9 
+98 


AmS (m) Bg Maurer—Cartan 齐 式 就 是 除 一 个 01; 外 的 所 有 ai 04, 
E Cartan 的 动 莹 。 为 了 给 出 Pffaf Ho), 0, 的 几何 意义 ， 
取 R" 里 一 个 固定 标 架 (pose?,e?,。…,es)， 其 中 po 是 一 点 而 e ?是 
7 个 独立 点 ， 再 取 通 过 仿 射 变换 (11.1) 从 固定 标 架 所 得 到 的 动 标 
(D5€,, 85, ***, 65). (RE Po 是 原点 (0,0,…,0) 而 e? 是 坐标 矢 
e7(1,0,°%,0), e2€0,1,0,°%,0), ve, et(0,,0,1). 
(11.10) 
À SIRE RIB 
e€'2(ej,e?,-,eD, e-(e,6,.,e.), (11.11) 
我 们 可 以 写 
振 而 


P—bo=etb, esaa, (11.12) 
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dp = e'db = ea`'db = eQ,, de-etda=ea"'da=eQ,, 
. (11.13) 
这 到 做 仿 射 群 的 动 标 方程 。 它 们 可 以 写成 
dp = Sue, de, = X onej. (11.14) 
注意 ， 由 方程 e= eta 可 知 , 动 标的 矢量 et 相对 于 定 标的 分 量 
就 是 方 阵 a 的 列 cuiyasi ,4nt。 因 此 ，det4 可 以 写成 leles**en|， 
其 中 每 个 矢 e 需要 用 它 相 对 于 定 标 的 分 量 所 构成 的 列 代 人 。 
在 这 个 记号 下 ， 特 殊 仿 射 变换 的 特征 是 |eies*…en| =1， 面 利用 
01.10, RNA 
09; = je, e,*e, ,dpe;,,-e,l, 
05 = jeje, idee, esl. (11.15) 
仿 射 群 的 不 变 体 积 。 我 们 已 经 看 到 ， 通 过 (11.42) 的 年 BE 9,， 
2:， 可 以 得 到 仿 射 群 的 左 不 变 一 次 式 。 通 过 方 阵 dgg-:， 就 可 以 
得 到 右 不 变 一 次 式 ， 方 阵 dog 现在 可 以 分 解 成 
9,=daa‘, 9, = —daa-!b + db, (11.16) 
为 了 得 到 仿 射 群 的 体 元 的 显 式 ， 我 们 分 别 考 E b= 0 F b40 
两 款 。 
HAER b 是 零 怎 阵 时 ， 我 们 得 到 所 谓 齐 次 仿 射 变换 (或 中 


心 仿 射 变换 ) 
x’ =ax, det 4 大 0。 (11,17) 


这 个 群 将 用 900358, CA CL AW. REUL, Æ 
不 变 体 元 是 
d¿An) = d,GL(n) 
= N (deta)*da,, Ada,, Ave Ada, ,, 
Jt aca, HO 160, ERREKA E On = Ida an, Be 


de Y (nm) = d,GL(n) = A (deta) "das, A da, A ee Addin. 
$ 
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内 于 der a= (det a)-:， 我 们 得 下 面 的 结论 ， 
Zt 90 (0) QUEE GLCn)) 是 单 模 的 。 左 和 在 不 变 体 元 可 以 写成 
dun) = à GLO) = dao” dan. (11.18) 
只 "时 的 特殊 齐 次 仿 射 群 是 
x’ = ax, deta=1, {11.19 
它 和 SL, HU 表示 。 这 是 GLO0 的 一 个 不 变 闭 子 群 ， 
HA, E gE GL(n) ,ge=SLCGD， 我 们 有 
det(ggug ^!) 71, 
因而 gag ESL). it, HF GLGOOJENUEGE, HOR 
3 节 可 知 SLC 也 是 单 模 群 。 它 的 左 和 右 不 变 体 元 ( 记 住 对 于 E 
度 ， 我 们 总 考虑 绝 对 值 ) 是 
dy? cn) = dSL(n) 
= DC- Dtam Adan Cain), (11.20) 
i=) 


bok 
Hob (de, DRAB ain Fe SUA ANGE. Blin n= 2 时 ， 


da,, Ada; A dar 
€ M 


d9(2(2» = dSL(2)= 
对 于 一 般 仿 射 群 (11.1)， 按 照 (11.72， 我 们 有 


dzA Cn) = (deta)-!d, GL(n) A dbr. (11.21) 
à 
右 不 变 体 元 是 方 阵 (11.16) 中 的 一 切 元 素 的 外 积 ， 它 是 
dao (n) = dg (GLO) /\ dda, (11,22) 
k 


因此 ， 一 般 仿 射 群 不 是 单 模 前 .由 (9.80) 可 知 A(g) = 
(deta)^!, 


非 潮 次 特殊 仿 射 群 全 (7n)， x! =ax+b, dta= EIS Be. 
它 的 不 变 体 元 是 


dY,(n) = d SLCn) /\ db», (11.23) 
k 
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甚 中 dSLCn) 的 值 见 (11.20)。 


2. 对 于 特殊 齐 次 优 射 群 的 线性 空间 密度 


考虑 作用 于 7 维 空间 R^. 上 的 特殊 齐 次 仿 射 变换 群 Ne (ny, 

或 简单 些 A?， dE R'—O 上 ，(11.19) 这 个 群 是 可 迁 而 有 效 的 。 
设 L, 为 一 个 不 经 原点 的 固定 + 维 平面 , 9I. 表示 为 令 上; 固定 的 变 
5 PORTER, MAX, USE, A, 是 闭 的 ,而 且 在 7 维 平面 
的 集合 和 齐 次 空间 912/90, 的 点 之 间 有 一 个 一 一 对 应 A AR A/A 
EU 下 的 不 变 密 度 ， 如 果 存 在 ， 叫 做 + 维 平面 的 密度 ,为 了 判 . 
断 这 样 的 密度 是 否 存 在 ， 假 定 r 维 平 面 Le 经 过 e, 的 终点 而 平行 
Coetu HI r ESPE, EXE, Ce tar ed 在 原点 
O, MEA e even] = 1 的 动 标 。 对 于 A BEL 不 变 的 元 
素 ，dei(G=1,2…,r+1) 是 er,es…,er+il 的 线性 组 合 。 于 是 ， 
根据 (11.14) 中 第 二 组 方程 ， 它 们 的 特征 是 

014,70, t=1,2,0°,7 +1; 

0j¿=0, ¡=T+2,0eee,n, 1=1,2,*e,r+1l, 
这 就 是 一 般 理 论 中 的 方程 组 (10.1)。 根 据 (10.3) ,万 的 集合 在 A? 
下 有 不 变 密度 的 一 个 充 要 条 件 是 


dC A ei, / 51) = 0, (11.25) 


Fp SP RB OP pA EL 24), A? 的 结构 方程 是 附 有 条 件 
《11.9) 的 方程 组 (11.8)。 利 用 这 些 方 程 ，(10.25) 可 写作 


Neu Nein NZ) = 0， 


(11,24) 


(11,26) ` 
1=],0,7 +13 ¡=5+2,0.,1, 
这 个 条 件 得 到 满足 的 充 要 条 件 是 
931 À C925  *** + Orgie) = 0。 (11.27) 


而 由 于 (11.9) 是 Maurer-Cartan 一 次 式 间 的 唯一 关 系 ， 可 见 或 者 ， 
1260, RA r=n—-1, 
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令 r=0， 所 得 的 是 点 密度 
dL, = 01, A 9, Aves A Op = da, A dan A Ada,,, 
而 由 于 205,25, 7,24, 是 e 终点 的 坐标 ， 可 见 除 -一 个 常数 因子 
外 ， 点 密度 等 于 空间 的 体 元 ， 而 这 是 当然 的 ， 因 为 特殊 仿 射 变换 
保持 面积 不 变 。 令 "=7?-1， 所 得 的 超 平面 密度 是 
dL, = 09, A 2A 人 win (11.28) 

这 式 对 应 于 经 过 e, 的 终点 而 平行 于 es,es,…，,e* 的 超 平面 。 
为 了 给 出 这 个 密度 的 一 种 度量 解释 ， 我 们 进行 如 下 。 设 8 为 经 过 
原点 O 〇 的 En WARE, Fix b, b, LA 为 平 行 于 Li 的 超 
平面 (0O,es,*… ,e, 2 H n -1 个 互相 黎 直 的 么 矢 。 数 积 p.dpi: 等 于 
IEEE Un. b. OMAR, $3 5.897; hb Ms, A 
此 ， 若 用 du- 表示 在 上 的 终点 ，Un-i 的 ?21 维 体 元 , 则 


dug, = Acc db), 12z2,3,-,n, (11.29) 
i 


另 一 方面 ， 由 于 矢量 5; 和 et 属于 同一 个 超 平 面 ， 可 以 令 


e, = D Aube, i=2,3,%,n, (11,30) 
k=? 
因而 
AO + dej) =det(Age) A Cb - db;) = detChip)dun-ie 


(11,31) 
HFb . e;=0(1=2,,n), 根据 (11.14)， 我 们 有 


b.de,=0,¿(b-e,)=0,,p,0080 (1=2,e,n), 
其 中 wea 的 长 而 9 Æ €, 和 6 之 间 的 角 . AMA, Ark 
ARE OS La BER, Wil p = Picos 6， 而 由 《11.31)， 就 推 得 
(So. }p*-1 = det uodus i. (11.32) 


此 外 ， 由 (5 de.) = 0, - e) =wup 和 
(b . dej) 2 dp — Ce, » db), 
FUB C11. 20 DUC b «5,2 0,5* - 1,5 - db- 0 Br 
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推 得 的 结果 (el - db) \dug_,=0, HR 
Gi Adu, 9p = dp Adun-ı. (11.23) 
B— HE, Hr Tlee-e94171, KH 6,60, ,en 所 张 成 的 
平行 超 体 体积 是 1 ,而 2,3, ,en 所 构成 的 平行 超 体 的 体积 等 于 
det(A;x) ,可 知 det(A 4) .P=1， 于 是 最 后 得 


dLa- =, (11.34) 
而 这 就 是 所 求 的 关于 IL, 的 度量 意义 。 我们 可 以 把 上 面 的 结果 
归结 为 以 下 定理 ， 

在 特殊 齐 次 仿 射 群 A 下， 在 线性 子 空间 中 ， 只 有 点 和 不 经 
过 原点 的 起 平面 有 不 变 害 度 、 点 密度 等 于 体 元 。 超 和 平西 的 密度 可 
汉 写 成 变量 式 (11.34)， 其 中 刁 是 从 原点 到 起 平面 前 距离 而 den 
Aron 1 RARA TIA DADO 的 体 元 ( 即 对 应 于 超 平面 的 
ZERWIRKRÄR). 

WoW. KA E, BARRO AH — MA 
fk, p-pCOn COSE EAM O PS CO EAR, 即 p 等 于 从 0 到 
垂直 于 方向 tai 9 K Boi E GEO TL PR ER. EK PP BS 超 平 面 集 
会 的 测度 在 US .上 不 变 ， 根 据 (11.34)， 它 是 


d 
1K,O) =m Leask NEED =] rt, 
asl 


(11.35) 
其 中 积分 范围 是 整个 mn- 1 BARU... BU 1,0) 是 依赖 
于 天 也 依赖 于 O 的 一 个 仿 射 不 变量 。 存 在 着 唯一 的 点 Ou CK, 
使 
ICK ,Oyy=minI(K,0) (OEK). 


这 个 事实 的 一 些 推论 见 Peuy[ 476]. ER: AA*EK MTOR 
定 于 矢 径 1/7) 的 配 极 体 ， 则 TCK OD K* 的 体积 。 关于 这 个 不 
变量 的 一 些 性 质 ， 在 第 一 章 第 6 PO ATR. 
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经 过 原点 的 线性 子 空 间 。 和 群发 ! 令 原 点 0 不 变 ， 因 而 把 过 原 
点 的 线性 子 空间 变 为 过 原点 的 线 人 性子 空间 。 现 在 我 们 考察 经 过 原 
点 的 了 维 平面 Pr to EN 下 是 否 有 不 变 密 
假定 Lro ARE O ,e, AE. ARE, E Lio TERE 
(11.19) PARE, Pan de, de, de, 必然 是 e er ,er 的 线性 
组 合 ， 而 11.14) 给 出 
Wi=0, i=1,2,%,737 = T+] vee n, (11,36) 
根据 一 般 理论 ， r 维 平面 集合 有 不 UB XS HE By ERA 


a( 八 04，)=0， 共 中 外 积 的 下 标 范围 见 (11.36)。 利 用 (11,8) 和 
(11.9, ME 
a( Non )= Aon AS os- Dar) 


= -2 Norn (Sos). (11.37) 

但 (1.9) 是 一 次 式 o1, 间 唯 一 的 关系 而 且 rcn, FRAL. 

不 能 等 于 零 。 HERL, AA 下 ， 经 过 原点 的 线 性 子 空间 没有 
不 变 客 度 。 

现在 取经 过 原点 的 fn 个 线性 子 空 间 (L， TIE L, rotor? 

L, wos TVR fis asm om, MAE 它们 除 原点 外 没有 其 他 

Adis, FA BEM MR MARA. BE He m fH. TE 92 

下 受到 可 迁 的 变换 . 取 动 标 , 使 Lv。 确定 于 矢量 er ver say, 


esee c btt Eres er AL, A9 中 令 这 
TARA RPE DO do ABE BID 
es Cy tee trai PIS t Sry tee try) EEC, tee E 
a ‘Plies times o, 对 于 每 一 个 
次 = 1 ,2 由 和 一 切 在 下 面 范围 内 的 7,09; = 0: 
Tab b TR Ca t EXCEXCT, tee try, Lr, bot try _y, 
«+A IEJx, 
对 具有 这 :此 范围 内 的 下 标的 一 Dos 取 外 积 ， 我 们 得 到 一 个 
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微分 齐 式 加， 它 构 成 齐 性 空间 ALNO +… +rm) 的 不 变 密度 ， 
Bil m8 CL, ose tt Le oD IT HEAD TEE AR RE dé =0( 根 HRE 
《10.3)7。 利 用 结构 方程 (41.8)， 经 过 简易 运算 Tm, d6-06/A 
Dean n 1,2, m, ryt ry tee ttm), ECL. OE FF À 9, 间 
的 唯一 关系 ，d9 = 0 成 立 的 充 要 条 件 是 


Tic fyc ob ry, =, (11.38) 


从 而 我 们 得 定理 : 

县 有 维 数 71,7o,*… ,fm， 经 过 原点 而 没有 其 他 公共 点 的 线性 
子 空间 所 构成 将 m £8 (Le corte Le cor) fe AS TAXE 密度 的 充 
447 301.38 A x. . 

在 这 种 情况 下 , m Le con tt Le con ( 8 EXE A 一 fri 
teet ln m) RÄT FR. BAPE, n=2, 经 过 原点 
的 直线 集 在 NO) PRA SHE: HERR, LO BEN 
存在 。 若 这 两 条 件 和 x 轴 所 作 的 有 向 角 是 D, 0’ (假定 直角 坐标 ) ， 
虽 这 个 不 变 密 度 可 以 写成 

d(L,L^) =sim"*(9- $ d$ Ado’. 


3. 对 于 特殊 非 齐 次 仿 射 群 的 线性 子 空间 密度 


现在 我 们 考察 群 À. KUN): 
x’ =ax+b, deta=1, (11.39) 
并 :的 每 个 元 素 确定 于 一 个 n HERR Gi ei 02,0, en) 的 位 置 ， 
Jep leenen] 71, Mi Ys 的 Maurer-Cartan 式 则 可 以 从 (11.42 
得 到 ， 结 构 方 程 是 附 有 条 件 (11.9)? 的 (11.8)。 设 Pr A pR A A 
E e, t,e OSSM ARAE r 维 平 面 。 由 (11.]4) 可 知 ， 令 Ly 
不 变 的 仿 射 子 群 ,的 特征 是 
0,¿=0, tRT Hd], coe, n; 
03=0, A=lL,e ry p=r+],e……,n., (11.40) 
这 是 一 般 理论 中 的 方程 组 (10.1)。 章 性 空间 A/D, EU 下 


有 不 变 窗 度 的 充 要 条 件 是 4( No: A on) = 0， 共 中 下 标 范围 见 
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《11.40) 。 利 用 结构 方程 (11.8)， 容 易 得 到 ， 除 符号 外 ， 
(Ao Av) = Ao Ain A ACTA + Onn))o 


(11.41) 

BFAA 9,0; 只 受 方程 (11.9) 的 约束 ， (11.41) 右 边 等 于 
FHER r =0。 因 此 , 除 点 以 外 ,线性 子 空 间 L. 在 ©. PIE 
有 不 变 密度 。 对 于 点 ，r = 0， 不 变 密度 是 

dLo= o,A* Ao, = db, Adb, Ace Adb,, 
这 等 于 空间 的 体 元 ， 

对 于 没有 公共 点 的 线性 空间 nt 组 (Li, ee L, DREI 
的 款 ， 就 可 以 证 明 下 面 的 完 理 : 

GRAF SRL, wo le RAR, CURR MRA 
APT FT, toe tr, + MEN+1, MARA) CHP HRY 
minQL, ,Q,L. ATER ERA, MAU) FT, mA 
TEX GEREGSE ORARE. Ad-un AR, AGE 

faf TQ +m=n+1, (11.42) 

Plan, HE Lo PEREM La, b. WL Li, 的 集合 有 一 
个 不 变 密 度 ， 它 的 度量 表达 式 是 dCLo,Ls-1) sp “PAL, Adun., 
Adp， 其 中 dL, EE Lo 点 的 体 元 ， 而 du. os PET EL. GET 
的 方向 的 立体 角 元 ， 而 了 是 从 点 到 超 平面 的 距离 。 

平行 超 平 面 偶 的 集合 的 密度 。 我 们 将 证 明 ， 平 行 超 平面 侦 芯 
集合 在 2 下 有 不 变 密度 .由 于 超 平 面 偶 在 A, 下 是 可 迁 地 变换 着 ， 
可 以 取 两 个 超 平面 之 一 经 过 Pp 点 而 平行 于 矢量 ees, we su 而 
男 一 个 则 和 它 平行 而 经 过 en 的 终点 。 由 (11.14) 可 知 ， 这 个 平面 
' 偶 属于 下 面 方程 组 的 积分 钞 ， 

On=0, Wa, =O, h=1,2,,n, (11.43) 


根据 (10.3)， 外 积 dP = Un NOn A 八 wnn 是 密度 的 充分 条 
4*9 d(d4.2) =0。 利 用 结构 方程 ， 我 们 就 有 ， 除 符号 外 ， 
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d(d7)=45 OS vu) = 0. 
m As 平行 超 平面 偶 的 集合 有 不 变 密 度 
dF = 04 Ans Ae "Anno (11.44) 

不 难得 到 4. 多 的 一 个 度 景 表达 式 。 若 pi,p* 表示 从 原点 到 两 
PRY ERE, M dual. 表示 对 应 于 与 超 平面 垂直 的 方向 的 

n-1 维和 球面 的 体 元 ， 可 以 证 明 [L577] 
ds _ dun - A dp, Adp, 

|p pitt? 
对 凸 体 的 应 用 。 已 给 欧 氏 空间 En EA K, ik= 
Au, DAK MMF Un- FRR. 一切 包 含 K 在 内 的 平行 超 平 

面 偶 的 测度 是 


(11.45) 


dus Apr Adp . du, _ 
| Ip.-p,1*** WED f, "NM As (11, 46) 
这 个 测度 引出 天 的 仿 射 不 变量 
du, 
T=], ae? (11,47) 


其 中 积分 的 范围 是 半 个 7 一 1 维 么 球面 ， 
PK AB ED, M J 和 (11.35) 中 的 仿 射 不 变 基 

ICK,O) 之 间 显 然 有 关系 n1(K ,0) =2*+1J。 BKBAM RAD, 

了 和 了 没有 简单 的 关系 。 为 了 得 到 它们 之 间 的 一 个 不 等 式 ， 可 以 
利用 不 等 式 

74 y7z22€(x40 7 U^, (xD? e [xe y)/21*, 
x "4-9 ^'um2't xe yo, 

CHF x0.90J3kM S. KRARAx=9N, 等 式 才 适用 。 
现在 ， 设 Pas Pa 表示 在 半 的 两 个 相对 的 点 的 撑 国 数 ( 相 对 于 五 内 部 
的 一 点 27)， 则 利用 上 上 述 不 等 式 ， 得 
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2J =| au, =Í _dun-, 
ey. U s-i (p. +P)" 


Bii 


I ul (K,O), (11.43) 


这 适用 于 任意 OCK, 而 等 号 适用 的 充 要 条 件 是 兵 对 于 O 中 心 对 
称 。 我 们 可 以 证 明 不 等 式 
| 2*7: 
ni(n- 1)! 
其 中 V 是 KK 的 体积 [577]。 达到 上 界 的 充 要 条 件 是 为 袖 球 ， 下 
WALA, GA n> 2 时 ， 最 好 的 值 也 尚未 知 。 n= 2 时 
Eggleston 161 jp BH T J 久之 3/2， 而 等 式 成 立 是 三 角形 的 T E. 


NV Cr (11.49) 


4. 注 记 与 练习 


DEBE. Ree, e, HREP RRE. H uv 
u, 09 Un 为 整数 时 ， 一 切 点 zx= ue, + ne uses ARCA RUE 
Dh eiser en 为 底 的 格 。 当 x HR LL 的 实数 时 ， x= 
x,e, +xnen 所 确定 的 半 汪 乎 行 体 叫做 格 的 基本 区 域 〈 按 ER Æ 
八 章 第 一 节 的 意义 )， 而 这 个 基本 区 域 的 体积 等 于 行列 式 er“ 
en| , 它 就 称 为 格 的 行列 式 。 现 在 考虑 以 e (0,… ,0,1,0.…，0) (其 
中 1 是 第 :个 分 量 ) 为 底 的 格 9. 以 及 特殊 齐 次 仿 射 群 ?Cn)。 
Hg = 47 ac) 的 行列 式 是 1 ， 而 且 倒 转 来 ， 任意 行列 式 等 
于 1 的 格 是 2 在 某 个 ae af 下 的 象 。 用 多 表示 行列 式 等 于 1 的 一 
切 格 的 集合 . 若 人 表示 MA; 中 使 多 ,不 变 的 元 素 所 构成 的 子 群 ,集合 
.2 可 以 和 齐 性 空间 %3; /同化 。 由 于 了 是 一 个 离散 群 ， 行列 式 等 
于 1 的 格 的 不 变 密度 d.9 就 是 (11.20) 所 给 出 的 密度 dafy dSL Qn), 
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我 们 将 令 dv = dye, 

有 了 这 个 密度 ， 我 们 可 以 证 明 ， 儿 的 测度 是 

m(Z)= [CECI cn), 
Fee (nya eat eat bee, äh ESS RAD, EH 
RE vOD), m HN xo PRT OMA ARS BRS ARA 
原始 格 点 ) 的 个 数 ， 而 用 入 :表示 8 中 属 二 DD 的 一 切 格 点 的 总 数 ， 
就 有 
f. Nàg = v(DY Gt GO - D, 


Í, NAZ =D) tn Dn). 


TER: 

@) 含 于 一 个 具有 体积 v CD BS FE D. V fr ei f is Bl 的 
中 值 是 ECN) = v (D5/£ (0), 

O & TDi de RENO = uv D), 

取 这 些 中 值 的 范围 是 一 切 行列 式 等 于 1 的 格 的 集合 。 作 为 一 
个 推论 ， 我 们 有 下 面 的 Minkowski Hlawka ER, 

在 尽 " 里 ， 设 局 为 相对 于 原点 的 星 状 域 ( 即 这 个 十 只 要 含有 x 
点 ， 就 含有 全 个 线段 4x OA), HERA UDI, RE 
看 在 著 一 个 行列 式 等 于 14246, ATRAS, RE, DAS 
有 任何 其 他 格 点 。 

这 个 定理 为 Minkowski 所 猜想 到 ， 被 Hlawka 在 1944 年 所 最 
先 证 明 .利用 中 值 ECN) 和 ECN4) 的 证 明 是 SiegelL610a] 和 Weir 
[7121 作出 的 .一 个 简化 的 还 明 以 及 一 些 更 一 般 的 结果 为 Macbeath 
和 RogersL381] 所 给 出 。 其 他 类 型 的 证 明 以 及 有 关 的 有 趣 结果 , UL 
Cassels| 92 ffl Lekkerkerker[ 361 两 书 ， 还 可 以 参看 [557]。 

D 仿 射 空间 的 平行 子 空间 集 ， 第 三 节 关 于 平行 超 平 面 集 的 
结果 是 下 面 的 定理 〈SantatsL578]) 的 特 款 ; 

设 平行 线性 子 空 间 上 4 hn BER o ir m 9 BH 
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XL ctm Ly RAR AT Ut) FT ERR A, 则 这 些 49 组 
的 集 Us FARE js 度 的 充 要 条 件 是 一 切 维 数 上 ; BF, = 
hh=>e=h¿=h, 而 且 9=n+1 一 上 上， 

两 个 平行 超 平 面 的 款 对 应 于 人 = 了 -1，9=?。 

Hn = 3 有 时， 我 们 得 到 的 是 两 个 平行 平面 的 款 以 及 三 条 平行 
(AFM) E. Z& 的 款 , 对 于 后 一 款 ， 车 用 du, 表示 乏 球面 对 应 于 
这 些 直线 方向 的 面 元 ， 而 用 dPo,dP ,dP., 表示 生 直 于 这 些 直 线 的 
一 个 平面 上 ， 在 其 交点 的 面 元 ， 则 对 于 已 给 了 凸 体 区 ， 游 虑 三 条 平 
行 线 ， 甚 凸 包含 天 在 内 ， 并 计算 这 样 的 三 条 单行 线 的 集合 的 测 
度 ， 就 导出 下 面 的 关于 天 的 仿 射 不 变量 : 

dP, /\dP 
au, [AP AIR, 


m (Ky = 工 


64 (11.50) 


UV ,2,2 
其 中 了 表示 三 角形 POPP. 的 面积 。 这 里 ， 第 一 次 积分 的 范围 是 
在 垂直 于 ua 的 平面 上 ， 一 切 含 K 的 投影 在 内 的 三 角形 ， 而 第 二 个 
积分 范围 则 是 半 么 球面 。 寻 求 不 变量 (11.50) 和 上 的 其 他 仿 射 不 
变量 之 间 的 不 等 式 将 是 贷 有 兴 上 昧 的 。 
(3) 抛物 线 、 椭 图 、 双 曲线 的 集合 。 SEGA, 1042 
在 仿 射 群 A;C2) 下 可 迁 地 变换 着 。 因此， 求 抛物 线 集合 在 2,02) 
下 的 不 变 密度 是 有 意义 的 。 假 定 抛物 线 为 方程 
xè? + 2bxy + b?y?+px+qyrr=0 
所 确定 ， 可 以 证 明 ， 不 变 密 度 是 1104] 
dP ., d$ Adp Ada Adr 
(q-bp)*/* * 
IEEE, MERIDA DR 
x? + 2ax y + (a? + b?) y? + 2px +2qy+r=0 


PAZ MWER ADF, MAREAREN E 


b 
dE = da Adb A dp A dq Adr, 
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对 了 于 由 方程 
x? + 2axyt (a? ~ by + 2px € 20y cf x0 
Brux Whee, LÆ AC) PM PERE 


b 
dH = auda ^ db A dp Ada Adr, 


1 ü p 
=| a a*-b* q |, 
p q r 


jx HOO RE RE Stoka £t 8. 634,647 1. 

(4) SAR. RV SAU En +1 RRS AVI = 
vr {ok VIDER RBA. Vit PTS TER 
ARA, Y MAMAS CAO, fy =cx) 称 为 有 关系 p: x- y, XXE 
一 个 等 价 关 系 ( 比 例 关系 )， 商 集 V :+*:/p， 妈 等 价 类 集 ， 称 为 7 
维 射 影 空间 。 车 L741 是 V'+' 的 ?++1 维 子 空间 (Cr = 0,1, -6,2), 
MCLE, -{0}) /o P. 里 的 一 个 > 维 空间 。 著 为 了 3 He 
量 ， 则 一 切 有 具 形 状 ex(e 云 0) 的 矢量 都 代表 同一 点 *。 HIER 
xo, xl ew, x? 确定 了 2 里 一 个 7+1 维 子 空间 , 则 其 对 应 点 确定 Pu 
里 一 个 7 维 平 面 。 

BEA Ap An 为 Y 的 一 个 底 。 则 每 一 个 矢量 可 以 写 成 
= AAA A, BIER, 称 为 对 应 于 等 价 
类 cx(c 关 中 的 点 的 天 次 坐标 、 若 两 点 的 坐标 成 比例 ， 则 它们 重 
E. F x0, MELIA x,/xo, X2/X, ee, Xn/ X0 zik x RRE SF ix Ak 
hn REV" BRAD P. 相伴 的 矢 空间 ,而 底 Ao, Ai, ++, Anil 
构成 一 个 齐 次 坐标 系 .。 

Fix aA eS Ps， 同 时 表示 以 x 的 齐 次 化 标 为 元 素 的 FE 
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BE, Hnnc) x1 和 矩阵。 把 P 变 成 自己 的 一 个 射影 变换 或 直 射 
变换 是 一 个 用 惩 阵 方程 Y = Ax, detAz^0 的 变换 ， 其 中 4= (up 
是 一 个 (n+1) x (n+1) 祷 秩 方 阵 。 由 于 x 和 cx 代表 同一 点 ， 我 
们 总 可 以 假定 det4 =1。 把 P. 变 成 自己 的 直射 变换 构成 射影 群 
$.. BH—¿H Maurer-Cartan REAM Q= AOA 的 一 组 独立 
元 素 而 结构 方程 则 是 dO- -OAC, AERA, # 
A= (ay), A= (a), Q= (wis), 
就 有 


Wii > Gndan1= 一 > a, dài, 
h=—0 smo 


do: = - M in OR, 


Lind 
FE detA=1 ffr. RÍA Goo + On Te 二 onnr=0。 
用 A; 表示 Vit eH BUE Ay E (doi Qui, <> gi) ,1 = 0,1, eee fü 的 
矢量 ， 可 以 把 方程 dA = AO 写成 


dA,= S 0,44, (11.51) 
因而 
0j; = | Ager A,_ IA Aj, An] (11.52) 


P., 的 运动 密 诬 具 有 下 面 的 度量 表达 式 。P, 里 的 一 个 直射 变 
3 n+2 个 点 00,91, ee, Qnan 所 确 定 ， 它们 是 点 (1 ,0,*…,0)， 
(0,1,0,*5,05,**,(0,0,*-,0,12, (1,1, *5, DAR. VE Sr 表示 以 
Qo. 21,29 One COR ER PP FUR OTR A A CAD JE B PEL, dO, 表 
ARTE Qi foc, WB. Bgm ze HE (B.A ES XX 
[370]: 

_ dO, AdQ: Ae AdQOs,, 
TS a 

在 Wn 下 ， 线 性 空间 的 组 是 否 有 不 变 密度 的 间 题 , 可 以 像 仿 

射 群 的 稍 况 那样 解决 ， 共 结果 是 下 面 的 定理 ， 


(11.53) 
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HAE BL. Q.Ly RADAR, CURA ALA 


入 tewth,tm<on+1, ATH, m d, a 3 
有 不 谈 客 度 的 充 要 条 件 是 


h, + hoete that m=en+tl, (11.54) 
RHR, TERREA w4;, 其 中 齐 式 为 (11.52) 所 给 出 
WT Ra E. 


Ox, h tIS’, 
Ay + ih +h +1, OX Sh, h th +B a, 
AQ c Bu ¡mo Ich B, t tht], 
OLISh, + ee + li tM —2, ht UL + MECA, 
m= 2 时 ， 这 个 结果 是 Varga[686] 得 到 的 . 
Bl 对 于 射影 直线 (n= 1)， 唯 一 可 能 的 款 是 hh, = 0, HB 
RU. HG, 4 的 不 变 密 度 是 
dCA,, A) = wo NOs 
= Agp dà yy A dag, ~ Ay 94q,40,, Ada, 
— 4192119299 A dag, + aieaoidaoo 八 das 
另 一 方面 ，4。 和 A, 的 非 齐 次 坐标 是 
《=4io/aoo， 9=4,,/0q,, 
这 样 ， 容 易 算 得 
dE Ada = (At) Wig AW: 和 (0-7 ED (Aa), 
Alb, BREA BORDA ERA 
dCA,, À,) = (C — 1) dé Adr, 
HP £,0 为 两 点 揭 非 齐 次 坐标。 例如 ,假定 (7 和 (yy 00 aT 
"BO 没有 公共 点 ， MÆ ED ARAME n) AKA 所 构成 
的 点 偶 (46,41) 的 测度 是 


D A6. —## 
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mË, Nt <<), mn cux) = log (ne, 71, 52,84), 


FEE Os 1150581) BAR mno Los E 四 点 的 交 比 。 
012 ”对 于 射影 平面 (n= 2)， 条 件 (11.52) 得 到 洪 足 的 款 是 
(a) k= ho=hs=0，tm= 3( 不 共 线 的 三 点 组 )， 
(b) 4,=0,4,=1,m= 2( 不 关联 的 点 与 直线 ) 。 
(a) 由 (il.51)，4。 Aj, As 为 固定 点 的 条 件 是 
Dig = Oso 7 0, Og, = 05, 0, Wos= 015 — Q, 
而 不 变 密度 化 为 
d (Ag, Ay, Ay) = 00 A Org A 991 Aw À Woo A Dire 
Ay, A1, A, 的 非 齐 次 坐标 是 
Apso = qio/qoo，10 = qzo/aoo)， 
Ai = 411/41, M = qz/aoi)， 
A, = a1s/002, M9 = 0,,/09,), 


因而 利用 (11,52)， 就 得 
d (Ay, 4,, A) = 43003 108 à dE 9 Adra A dE, A dn, AdE£,A dn,, 


注意 三 角形 A AA, 的 面积 是 T = Ctt", 就 得 ， 除 一 
个 常数 因子 外 ， 
d(A,A,A,) =T~3dA, AdA, 信 dA,, 

其 中 dA, = dé, Ads, 是 在 À; 点 的 面 元 . 

Cb) 对 于 点 Ay 和 直线 G = A As, 不 变 密度 是 

dCÁ,, C) = Dio A Ozo À Wor A Ooze 
3X 7S 28 REB BE GAD 
déA,,G) = ó7?dA A dG, 

Jtr dA, fn dG Ab A ALG B BE RE O 是 从 4, 到 G 的 距离 。 

二 次 超 曲 面 的 集合 。 在 P 里 , — E dii C 的 矩阵 
方程 可 以 写成 x'Qr= 0， 其 中 必 是 一 个 满 秩 Ca x 1) x (n+ 1) 对 称 
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FEN, Wa x ALLA BUFR RAR oC On + 1) x1 REBEL XX 
TE. GROMER ASTER. PH EE BERE DL AR 
dC = (9**) dog Adao Ave Adan, 
Fh q? 是 道 方 阵 871 的 (7,7) 元 素 ， 而 且 我 们 假定 8 已 经 规范 
化 ， 合 得 der Q=1, 
若 二 次 超 曲 面 的 方程 已 经 规范 化 为 


SLE 
其 中 Is =1 (1,7=0,1,*-,2), 则 有 


dC = 4950 Adai Ass Ada a. 
> (n+ parra , 


其 中 4= det(q?;), 
Bilan, Afi Uc hw HEE Mm 
QsoX5 + 2991 XoX, + 24 92X9%2 + Xf + 2q12%1%2 + x$ = 0, 
则 二 次 出线 集合 的 不 变 密度 是 ( 见 L646,647,577]) 
ac = 4000 A 4901 A 89 92 A491 Add; 
34° ° 


Luccioni[371] 讨 论 了 降 秩 二 次 超 曲 面 的 款 。 Stanilow[622] 
HATS Pa 是 关于 令 两 个 平面 不 变 的 直射 变换 的 积分 几何 学 。 


练习 1 在 一 般 仿 射 璋 A(2) 下 ， 平 面 四 边 形 是 可 迁 地 变换 
着 ， 它 们 有 不 变 密度 -4P。 人 人 dP, 入 4P,，、 共 中 Py, P,P. 是 平行 
四 地形 的 三 个 顶点 ， 而 了 是 它 的 面积 。 

练习 2 RAAT UF, HAG, CORTAR 
4(C,,C,) = sin -30dco 人 人 dc， 其 中 dé, dC gez ÉL £x S EE c 密 E 
而 8 表示 Co C, ZZ IRIS ffi. 

练习 5 在 相似 群 (9,95) 下 ， 点 偶 (Po, 了 1) 有 不 变 密 度 

d(P,,P) = -td P, AdP,, 
其 中 2 是 两 点 闻 的 距离 。 平 行 直 线 (Cu GO SERE 
d(Go,G,) = A-*dG, AdP,, 
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MPA 两 线 之 间 的 距离 ,7; 是 是 从 原点 到 G1 的 距离 . 
其 他 例 为 Stoka[634] 和 Santal6[581] 所 给 出 。 EHER 
或 直线 偶 的 密度 的 情况 下 求 群 的 逆 问 题 ， 曾 为 Luacenko 和 Jurtova 
[374j 所 探讨 . 
练习 4 下 面 分 别 给 定 了 平面 中 射影 变换 的 一 个 子 群 ， 验 证 
在 这 个 子 群 下 点 和 线 的 密度 。 所 缺 的 密度 ， 过 示 它 们 不 存在 。 
(a) x/z ex, y  =by, dP= (xy) dx Ady, 
dG = (psindcosp) "!dp A dd; 
(b) x’=ax, y =y+ hi dP=x"!dı Ady, 
dG = (sin*$cosQ) tdp A db 
(e) x’ xo, y'=cx+y+h; dP=dxAdy, 
dG = sin 3¢dp Ado; 
(d) x’ eax, y'=ay+h; dP =x"*dx Ady, 
(e) x’ =x+loga, y! =ay+h, dP=e"*dxAdy, 
dG = (cos*¢sing)~'dp Ada; 
(f) x’ =x, y/ =ay+b, dG = (cos’*psind) dp Add, 
Cg) x = (ax--b)(ex hA), y’ =(cx+h)"*y, ak-bex]; 
dP=y-*dxA dy, dG=sin-#dp Ado, | 
ch) x’ =ax+b, y coxa? yh, dG = sintġdp Adé, 
平面 上 有 的 射影 群 下 存在 着 n 点 组 的 密度 ， 这 种 群 曾 为 Lac~ 
cnke[ 372] 所 探讨 。 
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第 十 二 章 E 中 的 运动 群 


1. 518 


x(x, x UE yy. VARTA. Betsy ZT 

的 距离 用 
dex y) = Lx — yy)? + n + (xp Hn)? 1? 
来 确定 ， 则 ER* 为 度 景 空间 ， 称 为 NAME, AE, BR. — 
SEE, 变 为 自己 移 仿 射 变换 若 保 持 距 离 不 变 ， 则 称 为 运动 。 一 
Uic zb FJ p DS SH BEI THEM, 它 用 方程 
x/=ax+b, aatz=e (12.1) 

RIRE, Ha 表示 nxr 方 阵 a4 的 转 置 ， 而 e 则 表示 nxn 么 
HE. Ri aa‘ =e KM a 是 正 交 方 阵 、 若 det4= +1 就 得 到 了 
的 一 个 子 群 ， 岂 做 特殊 运动 群 

利用 话 动 标 架 法 (第 十 一 章 , 第 1 MAS MMS AR. E 
(piel. eD =P ie) AE ARES te lee = 515). XM 
MF 053) ICM, A-PALMERD Ose), 它 是 (pose?》 
在 9 下 的 象 ， 合 转 来 ， 对 应 于 每 一 个 乏 模 正 交 标 架 (Pp;e9)， 有 一 
个 运动 9 ， 使 得 (p:eD = g(po:e?*)。 根 据 方程 (11.14) 


dp= 9 oe, de= > 0jiei, (12.2) 
m j=? 


利用 关系 epee; 5,,de,-e; cei-de;-0, SITES 
w¿=dp.e,, wj -de,.ej, «409-0 (12.3) 
用 和 矩阵 a,b 表示 ， 这 些 一 次 式 为 (1.7) 所 确定 ， 现 在 它 可 以 
写成 
ol = Payday, = LV (12.4) 
b=) bal 
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结构 方程 是 


doj = 一 2 Win bn, de,2 Su. AC. (12.5) 
-—1 Ri 


RNP RMA SATA EMER. 
平移 群 。 这 是 用 x = x+b MENT R ICM, IMAN 
TKD, 构成 一 组 Maurer-Cartan 式 .由 于 是 可 交换 的 , 它 是 
单 模 群 ， 而 它 的 不 变 体 元 是 


Ag =db. Adb, Av Adba, (12.6) 
TERETE AY RR JL H S Berwaldi Varga[30], Blaschkef44] U E 


MilesF4221 所 研究 ， 

S&— APR. SAO EG a EM toi x' = ox 确定 (a 是 
EX RE). CREZ ROO, H&fbRaa'-enpAn, HF 
—Hthoan’<1, AMM co REE 是 有 界 ( 而 闭 ) 的 。 所 以 
SR to EMR, TERERAA " 67H, Wie, RE, 中 一 点 
-的 转动 群 J [ol GE X BUN) A 恋 体 元 为 


AM 1) = A 44. (12,7) 


作为 (9.63) 的 一 个 推论 ， 我 们 有 
AM ip Ca) = dX Cr), 
"Hy. TREMOR RR. TERIN HER. 
RAP o 的 总 体积 。 在 绕 原 点 0 转动 中 ,矢量 ei 的 终 
点 在 以 90 为 中 心 的 么 球 9。 Dess). BB dei-ej= wj 等 于 ei 的 终 
Re 方向 的 强 长 元 素 ， 久 此 ， 若 用 dun KRU, He 终点 
的 2 -1 维 体 元 ， 则 
dun_i= 95 A 93, A ~ AOne (12,8) 


MERU, À Un 为 含 在 垂直 于 e 的 ”-1 维 平面 内 
的 na -2 维 么 球 . MITA. e 终点 的 ma- 2 维 体 元 是 


dug- = 03 Aw /\ *** /\ Ong, (12,9) 
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于 是 通过 归纳 法 就 得 
AM 101 = du, - Adu, „A Adu (12,16) 
注意 最 后 的 矢量 es 有 了 两 个 可 能 的 正 向 ，en 与 -en， 它们 分 
别 确定 一 个 n HERO se). Bo. 包括 两 种 可 能 性 , 因此 在 整 
个 群 上 对 (2.10) 积 分 就 得 
mM 01) = 204,04 2-0; (12.11) 
其 中 0; 表示 上 eSRHMHC.2D. FRESE A, Ww 
有 度 (C12.11) 应 除 以 2 。 
mn=3 时 ， 绕 原点 0 的 运动 密度 可 用 
ayy, = du, Adu. = sin0d8 Ado ^ da 
表示 .其 中 4 ,和 为 么 球面 O 在 e. 终点 的 球面 坐标 ， 而 MARA 
es 的 转角 OSIS, KOS, I<uzan), HERON, À 
用 有 具有 球面 坐标 9,0, 的 转动 铀 以 及 绕 该 轴 的 转角 a UL 过 SE 
标 变 换 可 得 
dM,,, = 2sin*(a,/2)sin0 dd, Ado, A da,, 
这 表明 ， 若 以 为 转 铀 和 转角 都 是 均匀 地 随机 选取 的 ， 那 就 猜 错 了 
CHL1414,335, 408, 6701), 
BHR. AFM. fn 3 PERS, HME + 
因而 它 的 不 变 体 元 可 以 写成 
IM = dM 人 dS。 (12,12) 
假定 用 标 架 CP;en) 确 定 运动 ， 则 根据 (12.6) $1 (12,10), 并 
UAE. Ep 的 体 元 是 dP-4b,Adb,A-- Adba, AW À E E 
(12. 122 ATLAS R 
dm = dP NiM g. 
= dP Adu,_,/Adu,_, Ace Adu,, (12.13) 
绕 一 个 4 维 平 面 的 转动 。 在 2。 中， 邻 一 个 9 维 平 面 La 内 
的 一 切 点 都 不 动 的 运动 构成 绕 La 的 转动 群 SUL... À A — À A1 
Lo EXHI n-a HERE Lag 和 Le H3. MEE. Mio, EL AK 
KE La-a AMO =La Ls. 的 转动 群 Dii07“' 同 BW. 8X Mier 
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是 单 模 群 ， 而 根据 (12.11)， 它 的 总 体积 是 
mm) = 204 4 044-0, 2.14) 
FEL, E— Dk, BRC. e HT IRR EZ Ov e HERI, 
则 deta = 1， 我 们 所 得 的 是 正常 转动 群 或 正常 zh fe. BME 
(12.1]) 或 Q2.14) 为 其 对 应 的 正常 群 的 总 测度 的 两 倍 。 


2. E, 里 线性 空间 密度 


我 们 要 对 于 E. 内 的 7 维 乎 面 确 定 一 个 运动 群 下 不 变 的 涡 
B.D. 表示 令 一 个 固定 的 上 ! 不 变 的 运动 群 。 显然 9. EMA 
是 闭 的 . P9 € 9X. RIDE RET RASSE 99 ,有 一 个 上 AE gl? 
而 有 反 过 来 ， 对 应 于 每 一 个 上 ,， 有 一 个 旁 集 g9.， 其 中 g 是 使 
L.= gL? 的 一 个 运动 。 即 ， 在 Ex 的 7 维 平面 和 齐 性 空 间 M/S. 
的 元 素 之 间 有 一 宗 一 一 对 应 。 求 " 维 平面 的 集合 的 不 变 密度 问题 
BU UrFTCROSR/D. 上 的 不 变 密度 问题 。 我 们 将 应 用 第 十 章 的 一 舟 
方法 。 

HD BALI 的 转动 群 MW， 和 上! 内 的 运动 群 妇 ”的 可 
积 。 由 于 9.4090" 是 单 模 群 ， 它 们 m 5.9... DM” d 
是 单 模 群 。 因 此 ， 根 据 第 十 章 第 1 HHO, FRE EM 
Der = 0, 102 一 1 有 不 变 密 度 。 这 个 不 变 密度 咀 做 r 维 平面 密 
度 ， 并 用 dL, 表示 。 我 们 将 算得 IL. 的 显 式 。 Bee) AL, A 
的 一 个 动 标 。 设 工 ; 为 点 以 及 NAR e e 所 确定 的 * 
KA. BSL? 固定 ， 则 ? 和 矢量 e1,…,e. RBETEL? 上 变动 ， 
Hit, 

dpee,=0 (o=r+1..,n), 
deje, 20 (Bertier n; t= 1,2, 7), 


所 以 ， 根 据 (12.3)， 


0,=0, w:,=0, (12,15) 
.其 中 指标 的 范围 是 
a, B-r-l,r*2,-,, {m1,2,°,7, (12.16) 
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(12.15) 是 一 般 理论 中 的 Pffaf A, M/H, 的 不 变 密 BE 可 以 
TEX 
dem ‘n= vois Av, 22.17) 
dob EERIE 12.16). BARNMERTHITHTIVI, 是 
KERE, PRAT AT CE AAN, FH nh # ARa DRERI 
《10.3) 得 到 满足 。 于 是 可 知 : 
对 于 上。 里 7 维 平 面 的 集合 ， 存 在 闭 密 度 ， 它 用 


= 人 M Ao, (12.18) 


BZ, HF 0,0 是 (12.3) 里 的 一 次 式 , 其 指标 范围 是 (12. 160, 
除 一 个 常数 因子 外 ， 密 度 dL, 唯一 确定 ， 它 是 Cn 一 7 +1) 
次 式 ; 而 这 是 可 以 预 其 的， 因为 Ea Wy > 维 平面 所 构成 的 空间 维 
数 是 Cn 一 ") (r+ 1)。 关 于 齐 式 ‘12.18) 的 不 变性 的 直接 证明， 见 
£36,664,2747. 
9) XgEne2.r- c MX. RMS 
dL, = wy Aw, = (de,ve.} ACdpea.), 
Ex, y AP 的 坐标 而 ei(cos9 sin6).e,í — 30". cos), yi] 
an= dU, w,= -sınfdr + cosddy, 
dL, = - sin&ed# Ad: +cos0d8 Ady, 
而 这 就 是 平面 上 直线 密度 的 齐 式 (3-11)、 


3. 一 个 微分 公式 


A X b Enpe: AA. Kr a RO eD R 
A, ifj L, AICP 301,87) .e. srr A EC BY r E, 由 


-D- > set, 


1 


dp: ~ dp = >, dÀ,,e.: + > Ade; (1=],0e,7), 
了 一 一 
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UA eala =r el, nm), 


dp,*e, - dp«e, = Y Age, dej, 


dp;ve.=w. + DA Wat (0="+1,*.D, 
MEF ll es REE RLU dere, =w, 的 外 积 ， 得 


(dp*eo) A (dp,.e,)=riS0, /\ wa! (5,47 Loyer), 
‘ o ' 


(12.19) 
其 中 
| 1 0 0 … OF 
| | A A, on Ar 
rs = (12.20) 


C | 
Db AS Ae om Any 


Hp S STET OL. 内 而 以 7.P1,…,p; 为 预 的 单纯 形 的 体 积 。 对 于 
üa-rt|,-.n,H 12.19) Pik HAS OR, (1 


人 doses) [Mid re.) = riS)*7'dL,, — (2.217 
Es Æ n, 96 oc nd LCS fe 
APE I= (dp ren) (ha 1,2,, 9,1, 
而 Ær. MATE 
dP (Le) = 人 (dp sei) (021,2, 9, f). 
因此 ， 取 (12.21) 和 


人 (dpeeny /\ cdp,sej (4,1,49 1,2, r), 
4 tj 
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SPR, Re 
dP(E,) MAP CEN A AdP. CE.) 
= (ryS)**°dP, (Ly) A AdP,(L,) Adi, (12,22) 
这 是 Blaschke 所 得 到 的 很 有 用 的 公式 。Petkantschin[471] 和 
Kingman[ 33743) f XI A. Miles! 420] 把 (12.22) 应 用 于 随 
机 儿 何 中 的 问题 例如 ， 用 于 确定 上 中 各 种 异 向 则 性 的 随机 
ASEC = 1,2,…,n) 的 随机 体积 的 一 切 矩 。 
作为 (12.22) 的 特 款 ， 有 
a) r=1。 设 P,P 为 Es PERL LRA. E t,t 为 它们 
EL 上 的 坐标 ， 则 dP(L) = 出 ，dP(LD=d Sut, —t, Mi 
(12,22) 462 CR S 的 绝对 值 
dPCE,) AdP (Er) = |t, 6| "7 dt Adt, AdL,, (12,23) 
而 mn=2 时 ， 这 就 是 公式 (4.2)。 
(b) r2n—-1. Æ P, Pu, Pa: 为 超 平面 上 s-1 的 4 个 独立 
点 ， 则 
dPCE,) MAP En) A AdP, CER) 
e (n—- 1) SAP (La) AAP, La y A 
AGP, ¡Cha AdL, 1. (12,24) 


4. A-TBEIETFEN ETAZE 
BA 5 里， 固定 一 个 4 维 平面 Li. AMERE LE 内 的 
"FH LUO>DdWER Re Li AOR MSA Key, 62, ,en 
所 确定 ， 考 虚 上 3 MAR eg... ,er 所 确定 的 7 BK HLS. 一 
WF L? 固定 的 运动 所 构成 的 群 Dnes FIRE LI Behe 
动 群 9。 的 子 群 ， 人 确定 于 | 
w= 0, '=0+1,*%%,7,h=r +l, yn, (12.25) 


让 是 因为 Cars ***, 8v 只 能 在 L? 内 变动 ， 因此 ， Dire 的 AR 
体 元 是 八 wh， 而 这 又 等 于 绕 Le NT 维 平 面 的 密度 , 故 得 
be è 


224 


dns Non CGH syns hr], n 0), (12,26) 
hs d 


ADH £k À 202.5 jn d(dL. 0-0. 所以， 根据 
(10.3), ZA Dada 有 不 变 密 度 (12.26), 因而 可 得 以 下 结论 ， 
E, 里 绕 一 个 4 BE Rira Or (Gcr<cn- DARKER, 
* 582.20) o8. 
令 4=0， 我 们 得 到 绕 一 个 固定 点 的 * 维 平面 的 密度 
dro = 人 on (151,2,-,7, hart, m,n), 
T 
(12,27) 
这 就 是 Grassmann E Gen- 的 不 变 体 元 。 我 们 提醒 读者 ， 
Grassmann 流 形 Cn,p Æ BRO 的 原点 的 1 维 平面 所 构成 的 
集合 ， 但 带 有 适当 的 微分 流 形 结构 (例如 参看 [341aj)。 

在 r 维 平面 上 .io, 和 它们 的 正 交 余 (空间 ) 上 Ls-rio! 之 间 , A 
关系 

dL, = dL eus, (12,28) 
这 从 (12.27) 和 (12.3)7 可 以 立刻 看 到 。 

E Li 在 内 的 一 切 L, 有 有 限 的 测度 。 为 了 计算 这 个 测度 . 先 : 
考虑 9=0 的 款 。 设 上 ni101 为 经 过 动 标 (P;e1) 的 原点 Pp 而 各 直 于 
e n-i Em. H Leo: 表示 7 一 1 维 平 M Eso Lacus 
kj 上 -are 在 Lao 的 密度 是 

dl = A un (m2, rho rel, n). (12,29) 


由 于 在 5- b, Ee 终点 的 体 元 是 
dus. = 09, At, Ao A Ong 
由 (12.272 和 (12.29)， 得 
dL, Ae, Aug A + Aen HAL, Adun- (12.30) 
车 用 du,-, 表示 Leg, Eral MEZ RR Br PR oc, WOG2,30 8 
以 写成 
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di... Adu,_, = ol Adus 1, (i2. 0i) 
H2. d du 的 外 积 ， 就 得 (不 计较 符号 》 
人 A dus s 


= dL Adu Adu, 
-ae Adun., Adun. -2e (12,22) 
接连 取 两 边 和 du, s, du... 的 外 积 ， 每 次 AI PD 012.31) 


就 得 
dL... Adu, AN Adu. g = du, A Adun ge (12.33) 
39=r-<1 kbh, HDPOLVy.tU-du,4, RA 
dl. Adu, Are Adu, = du, ¡Ar Adun-r. (12,34) 
EZERU n US U, 的 半球 上 取 积 分 ， 并 (由 于 我 们 考 
BREDER Loo BRL On = 2， 我 们 得 : 
E。 内 ， 经 过 一 个 周 定点 前 不 空 向 r 维 平面 的 总 浏 度 ( 即 
Gra-smann AA Gen, 的 体积 ) 是 
m(G. a.) = ma...) 
=| Gn. qr Y , (12,35) 


r..—> 


其 中 站 是 ! 维 么 球 的 表面 积 (1.22)。 

HL... PW E, BU E. 里 含 一 个 已 给 L 的 一 切 fev gd 
的 测度 ， 可 以 从 (12.35) 推 得 。 设 Lao 为 竹 直 于 上 L; 的 一 个 
3 -0 维 平面 ， 而 令 0 为 其 交点 。 每 一 个 上 L-.， 可 以 用 交集 S.D 
£. .人 确定 ， 而 这 是 经 过 0 的 一 个 n-9 维 平面 ， 因 此 En B 

”的 测度 等 于 上 ws-oo' 里 一 切 Lei. 的 测度 。 干 是 (12.35) 给 

出 
AA 

例 1 在 有 里， 经 过 一 点 的 -- 切 直线 的 测度 对 应 于 m=3， 
*=1i，9=0， 因 而 由 (12.36) 可 知 其 值 为 2r。 

例 2 在 2 里 ， 经 过 一 条 直线 的 一 切 平 面 的 测度 对 应 于 
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n=3, r=2,，4=1， 因 而 由 C12.36) 可 知 其 值 为 x。 
注意 我 们 所 考虑 的 是 不 定向 r 维 平面 。 若 考虑 的 是 定向 ?r 维 
平面 ， 上 述 测 度 都 得 加 倍 。 


5. 里 "~ 维 平面 密度 的 另 一 式 


公式 (12.18) 所 表达 的 dL, 是 通过 上 ; 里 面 一 点 pp 和 7 个 正 交 
么 矢量 来 得 到 的 。 有 时 我 们 利于 引进 经 过 一 点 定点 O 〇 MEE PL. 
pan- r 维和 平面 内 的 一 些 元 素来 得 到 4L- 的 表达 式 . 为 此 ， 设 Lu- 
为 经 过 OO 而 恒 直 于 的 7 一 "级 平 面 , 0 SEA LN bee. We 
为 距离 Op, EME 6 pie), Pee EL, À, df 
e... GOD In]. AR rn = dp + eua dE nro ED HIA Eran 
Fy AM BS. FE els M0 A mt NO 是 Lande DIA 
用 don- 表示 这 个 体 元 ， 则 

dapor E Org A Ory A AN One (12.37) 


402.202.238) TEN ex;(Ror *1,-,n,77 1,2, 


ooo) 等 于 dL noi AE 
dL, =dog_¢Adkgevioys (12.38) 


Bll n=2,r=1。 这 对 应 于 平面 上 的 直线 . 这 时 上 1 是 经 过 
O imis ECT L 的 直线 而 do 是 L 上 的 弧 元 。 另 一 方面 ， Luos 
是 经 过 0 的 直线 的 密度 ， 即 dL。,=d@p， 其 中 $B 是 上 46, 和 一 个 
固定 参考 方向 所 作 的 角 。 用 这 些 记 号 ， 由 (12.38) 就 得 (3.5)。 

例 2 r=1。E, 里 一 条 上 可 决定 于 它 的 方向 以 及 ER 那个 
£^ yt O 而 垂直 于 它 的 超 平面 Lo 的 交点 p。 密 谋 dLu-uo 是 : 
LERU n 上 在 平行 于 L gx e, 的 终点 的 体 元 ， 而 dc*-, 是 
La. otk PRIA. RNA 

dL, =do,_, Adun- (12.39) 

例 5 r-n-i,. ix o MUR O SREE La, MEE ES W 

do, = dp。 密度 dL. AAR... ARO ie A F Lou 的 & 


227 


Ken 终点 的 体 元 dus-1。 于 是 有 
dL, ,-dp^du,.,, (12,40) 
n= 2 时， 我 们 再 次 得 到 平面 上 直线 的 密度 表达 式 (3 .5)。 


6. 线性 空间 偶 
OD Biba. Li, 为 Es, 里 两 个 超 平 面 。 设 dL、-。 为 交集 
lan m Lan Li, 
HEE, mdp, dp, 是 上 65-, d LI. Bie 的 密度 。 我 们 将 通 
it dhn- A dp ,dd ,来 表达 dl, _, Adhi. 

AULA, SRCTEIEZ BE 标 Are end, Ouest, 
oe Onin Ou, CLAUD ey, en DA FEIRA) Pie sna 
AE Lao 0) esc FEL. AN es E Las MARR CO) 
ei Æ Li, Ames 则 是 L ,的 么 法 矢 : (d) etg b X Eig SH 
£. 由 (12.182 和 (12.3)， 我 们 有 


dLa; = /\ (deise) A Cdpren) G=l,2,e,n—1l), 


dLi_,= /A(de;-e1) ^A (dez. eet) A Cdpeet) 
(121,2, *,n-2), 


dL, ,- /\ (de,*a)(de,-5b) A (dp-a) ACdp*b) 


(O=1,2,*, 2-2), (2,41) 


用 $. 和 o, 表示 La Al Li, 2e La 的 角 ， 它们 等 干 En 和 
ei 1 0 所 作 的 角 ， 则 
€n, = cos~,a+sing,b, e, = —sind,a + cosi, o, 


:_,=cord,a+sind,b, ef = —-sind,a+cosb,b, 


V3 而 
de, een d A (de,se,) = sm(Q, — $0 (de,»a) A (dej b), 
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(de,_,+e,) = d$, (dei.,-e1)-2d$,, 

(dp«e4) A (dp-e,) = sin(d, — $,)(dpea) A (dp*b5, (12,42) 

由 (12.41) 和 (12.42)， 就 得 ， 除 一 个 符号 外 ， 

dL AdLi.,=sin""t(p,- 9 dp, Add, AdL,.,. (12.43) 
jw ERAT ESA X. n=2 时 ， 我 们 就 得 (4,19)。 

(2) 我 人 可 以 推广 (12.43) 到 满足 >+s- no HES 18] Le, 
L,。 为 此 ， 设 上 .4s-n = 上 : 门 L,， 并 考虑 以 下 各 组 经 过 PELs 
BU 1E RS R: 

(a) e;,e2，… ,er.s-ns 它们 确定 了 -ws 

QD b, byse, bon-a CAER p WEAF Lres-a 的 
2n—r—s GE TE] Lon pegs 

Dr, fan CITE LS AMET Lena 

D Fi, Fg Pie, EM, ER MB AF Losses 

Le) 81,83, gr 它们 在 Le AeA Lyons 

O gig ENS Ls ERMBAF Lisa 


令 
28—f*—^5 2*—*—58 
f, = >, a;jbj, f,= a415;, 
ju) yo 
2a-r—s 23—*—5 


an= D} rib i= DO Bibi, (12.44) 
其 中 下 标的 范围 是 | 


13 ],2,-,n—8, h—1,2,-,n—f, )7]1,2,.,2n—-r—s, 


(12.45) 
根据 (12.18) 和 (2.3) 我 们 有 


dL.,,_, = A (dpeb;) N (em: bj), mM=1,2,+,7r+s—n, 
i m, j 


a = /\ (df ;+F4), dL yen = /\ (deregi) , 
"m 


i à. i 
dL, = A (apf) À Gen fi) Nero, 
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dh, = Argo A (demezi) A dense’), 
i Th. 4 he i 


把 (12.14) 代 入 以 上 各 式 ， 并 引进 行列 式 
Fi +b, fb, t 六 po | 
F*b, fb, tt ELITE | 


A= Fr peb, flag, 6 f. ba (12.46% 
gi *b, gi +b, eee g; bons 
84-298, gi,.,*b, +.. , bons i 


就 不 难 获 得 所 求 公式 
dL,AdL,-At** dL ee Adore una Ade ag s. 
. (12,47) 
(3) 最 后 ， 考 虑 线性 空间 偶 (L;, Linde, LY CL (+ 1< 
D 7 那 部 分 的 集合 。 选 择 动 标 Oee, ,es), 使 p.e, netu 
BFL, Mi p,e, +, e, 属于 Lo, 根据 (12.18)， fEL, 里，:+1] 
维 平面 LG), 的 密度 是 


dL = N wis Aa, (12.48) 
jp o 


其 中 
]71,2,9,1-1; a, B=14+2, 0,7, (12.49) 
AHH, 18$802.20), ALY, 的 Le 
Aes = A One, A=r+],,n,0=i+2,°.,r (12,50% 


asa 


此 外 ， 由 (12.18) 可 得 
dL, = A 03m Nur; m,h-i42,-,n,)2 1,2, ,i ], 
fom a 


(12.517 


D 原 书 作 i+1&r。 一 一 译 者 
230 


由 以 上 结果 可 得 
dL AdL? = dla Ads, (12.52) 


其 中 左边 的 维 平面 上 , LAMA, RARE PE LE 在 内 的 不 
定向 L 确定 两 个 不 同 向 而 含 i 在 内 的 Lucien. 
BAS Bet Es 的 一 个 固定 点 的 线性 空 间 ，(12.52) 仍 然 
成 立 ， 这 时 它 可 以 写成 
AL 5 AER. = dL, sr NdLirio (12.53) 


Petkantsin[ 4717 t T 1& (12.52) AlC1 2.53) SERE PE RAY Xx 
以 及 更 一 般 的 公式 。 

Bl 4n=3,r=2,1=0, UE dG HE, 中 直线 密度 ，da 为 平 
面 密度 ，dE(G) 为 平面 绕 G 的 密度 ,而 4C(E) 为 E 上 的 直线 密度， 
则 (12.52) 化 为 

dG(E) AdE* = dE(G) AdG, (12.54) 

7. GE 

CD Stiefel HB. SE Ern 里 经 过 原点 O 的 一 切 么 模 正 交 
标 架 Ce ,ea,…，*er) 所 构成 的 集合 。 这 个 集合 可 以 按 一 种 自然 的 方 
式 形成 一 个 流 形 ， 称 为 Stiefel HIB Sın. BURR ei 对 于 一 个 
关 定 的 乏 模 正 交 标 架 的 分 量 为 矩阵 的 列 ， 就 得 一 个 (n+r)xr 箱 
BEA, mp AtA=e(rxr LE). HH JB BE A Bg BA it À 
Stiefel JE. Blin S... EEZ r xr 方 阵 的 集合 ， 可 以 和 正 交 知 
OCDE. — Meth, S... 可 以 和 齐 性 空间 OCr + 02) /O(n) a. 
r RAR ARR À ESSO HOR PA SE ne A EL 下 方法 求 
得 。 设 (ss …,so) 为 么 模 正 交 标 架 ， 它 和 (et… ,er) 一 起 构成 
En 的 一 个 么 横 正 交 标 架 。 确 定 > 维 标 RCe 6, n, 0) 的 Pfa- 
ff ROODE 

Oj, =ejede,, oh =Eavden =0 OLI, AXT; IKAR), 
NIE, Stiefel 流 形 的 体 元 是 
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4S,n= A on Ador (Sth kre Len). (12.55) 
ick a. 上 


”仿照 第 1 节 中 关于 正 交 群 所 采用 的 推理 ， 可 以 证 明 ,(12.55) 
可 以 写作 
dS,,n = du, a.i A ... dan, 


因而 Stiefel 的 总 体积 是 
MCS ,,n) = [. d$... = Ova n-1Oran-2°On . (12,56) 


28. 


FER, n=O, E 00) 的 你 积 = M... 
C2) 一 些微 AX. (0 BL. ,oi ML, (03 为 E, 中 经 过 0 
的 两 个 正 交 的 子 空间 。 人 级 定 ++s 之 nr。 可 以 证 明 
dL, co AdL, cor = Le is. AdL, in ess (12,57) 


其 中 dL, a-n AR L, BEAL. 的 (12-7) 维 平面 的 窗 度 ， 
4L, |, 的 意 又 与 此 类 似 。 

C) KL, AE DÓbEmE. RLY 为 一 个 已 给 的 上 L， 
ELl, EBE BECK & ı<n-D), ME L,,, HAL, ALE 
CEASERS Li, 的 (+p) 维 平面 ， 则 可 以 证 明 

dl (E) 2 dL2CL$..,) AdL,CL,,,), (12.58) 


其 中 dl, (Loom La (EL BA. 

(O RL, ML, HEL 中 两 个 线性 子 空间 ，r+s>no。 dH 
Los- FL, NL W AEAT Lera A Enr) 维 平 
Wi La a-ra 5105 DRA Lanor- Lao sm Li uml... 
NL., Lo, = Linor- NL PHE D... BAO 为 中 心 的 
£ RU eee 交集 Ue 和 Ug, 
EU MAR. SBM. HS BE A HK 
El, FFA 01,8,,… 为 各 交点 之 间 的 球面 距离 。 这 些 距 离 0 02, 0 
FAL ML. 之 间 的 角 。 

现在 考虑 一 个 固定 的 上 ,， 用 L; 表示 ,以 及 一 个 变动 的 上 .。 . 
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$F fee LO rs DEE EL... SL OLT 
Hu ee AL, AL, 4 L,,,_, 的 密度 AL, os 来 表达 密度 
dL,. HERA 

dL, = (sin 0, sin 0,--.5***7**'dLU), ,AdL, uuu. (12.59) 


Bii r=s=1,n=2, iXIN (12, 59) AIG. 72 —8t, 
例 2 r=1,s=2,n=3, 这 时 
dL, = sin 6 dPAdu,, (12.60) 


其 中 dP =dlLY E PH L? 在 交点 P=LiNL3 的 HR du 是 直 
hes Pg We, 160 € L ML? SA. 

(3) 通过 共生 的 AER RAH 体积 。 设 Pi,P,,…, 了 ,1 为 
E MA) TCP), Pise, Paai OREA Pie. P,_1,0 AM 点 的 单 
纯 形 的 体积 (CO 是 一 个 作为 坐 标 原点 的 固定 点 )。 由 (12.22)， 易 
得 

PLE) APCE) ^ AdP (Ey) 
=(n-DITCP,,.e,P,,,0)dP,(L,_,) 


Are AdP, (E, Y) Adu, y, (12.61) 
Hop La HAR Py, Pere Pu, OR AE CR — DAE, vu 
du, ,=dL, RANA RARE O KEL, PAER 终点 
的 面积 元 素 。 
E K,(0=1,2,,2-DXE,(1>3) BALA, fi Ki CL, 1) 
=K; ARRAK, NAL. WE-DP. CK, 范围 内 积分 ， 得 


Y, VV. 


„am UR " J T(P, ee, POP, CL, 1) 


Vis K? 


A AÓP,., a jin (12.62) 
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其 中 Y, AK, 的 体积 ， 而 因子 二 的 出 现 则 BA UL, EX 


BAM, BT KL Di AE. 

车 用 以 O 〇 为 中 心 的 么 球 S, RERA K, un Kb, WA 
过 一 些 运算 ， 可 由 (12.62) 获 得 MERT O, e, P, ,,0 SEA S 
关于 VVV a OHA X. 例如 hh=n~-1 了 时， 由 (12,62) 可 
得 人 们 已 知 的 公式 


V,= 工 | rdu,. (12,63) 
nm 
其 中 > EMO u. FMB OK, 上 的 点 的 距离 。 计 算 过 程 在 
Busemann f75] 中 可 以 看 到 、 若 VY=V (CL,-1) RRRA KI 
(1 一 1) 维 体积 ，Busemann 还 证 明了 不 等 式 
V, Vye V, Dt ra! | (VV VE) Ddu, 


2 Ki. u 


(12.64) 
其 中 *, 表示 i 维 么 球 的 体积 (1.22)， 而 只 有 当 儿 ,是 以 O， 为 中 
DAG AAR AT, “ERO ERST. RPE ML, nest, HFE 
K, 我 们 有 
v>} Kg | | (V*»*du, a, (12,65) 
而 车 Y >0， 其 中 等 式 只 对 于 以 O 为 中 心 的 椭 球 成 立 。 

Petty [473] 给 出 了 这 些 结果 以 及 其 他 同类 关系 的 解释 。 

(4) E, 里 的 平均 密度 。 设 有 限 的 质量 按 函 数 BCP) 分 布 于 整 
TE, OMA, OCA E. 中 一 个 可 测 的 非 负 实 函数 ， 它 在 
E, 里 每 个 有 界 集 上 是 有 界 的 Cn 宇 2)。 的 平均 密度 (OMEN 
《假定 极限 存在 ) 是 


9(9) =lim( | PPP) 00, 
ar 
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Epe (ORRERA RE ERAS MER. EILEEN 
经 过 CO 的 一 个 超 平 面 ， 而 gw 是 把 6 RATHER. x 
FE MERO, ODIE E, Wi CD) > inf 0(6,), mé 
SORE AN, MN OCb)<sup ECH)» FEA E inf 和 sup 都 是 
YTAN Ome id 集合 说 的 。 这 是 Groemer [211]B9252R. % 
EMB > 维 平面 来 代 花 超 平面 并 对 新 情况 作出 分 析 。 

O E, RATER MBRER. INRA iE. 里 的 平面 
密度 和 直线 密度 的 各 下 表达 式 ， 它 们 都 容易 从 一 般 公式 (12.187 
$102.38: 38 3E EIC f 分 齐 式 的 变数 变换 得 到 。 为 简便 起 见 ， 
我 们 用 三 表示 平面 ， 出 C 表 示 直 站 来 代替 前 面 所 用 的 一 般 记号 La 
ML. 

根据 (12.407， 平 面 密度 是 dE =dp Adu, Hp pan BUR 
到 EE 的 距离 而 du, =singdyAdl 是 么 球面 0 上 ， 在 的 乏 法 
矢 经 点 的 面 元 (6,$ EU, 上 的 极 坐 标 ) 。 

(a) 车 用 方程 0x + By +y2=1 确定 ， 则 

a=p'lcos psin®, B=p"'sindsind, y=p"ico60, 


而 . 
da AdB Ady = pr4sina ddp A d Ada, 


故 平面 密度 化 为 
dE = da A dB Ady 


= Ger Ber pe (12,66) 
(b) di a,b, e WERE A HER RIO He LI GER, 
Ma=1/a,b=1/B,c=1/7y, 因而 
_ æb?cîda Adb Ade 
dE= (b?0? + 0%a? + DEN 
CO EEE, P RH. —/ÎFE 可 以 用 直线 GEN 
dE = sin*ydG(E,) Ady. (12,68) 
其 中 4C (Ev Xon E, 上 的 直线 密度 。 这 个 公式 曾 用 来 解决 定 下 十 
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(12.67) 


RF PMR, MERFRE-TRITBERE ERS ORUM 
角 分 布 来 得 到 空间 平面 的 角 分 布 ( 见 [435])。 
根据 (12.39)， 直 线 G 的 密度 是 dG=do,Adu,, rh do, Ak 
在 一 个 垂直 于 G 的 平面 上 ， 在 交点 的 面 元 ,而 dws BU, E, 在 
平行 于 G 的 么 矢 的 终点 的 面 元 ， 
a) 若 @G 用 它 的 方向 和 它 同 一 个 国定 平面 的 交点 (x, 纪 确定 ， 
设 Y 表 示 GG 同 固定 平面 法 线 之 间 的 角 ， 则 
dG = |cos y|dx Ady Ady, (12.69) 
ob) d vvv. vs AGHA RM, Mi du, = (dv, Adv, /v,, 
2a = cos y, 于 是 (12.69) 可 以 写成 
dG = dv, Adv, 人 dx 人 dy。 (12.70) 
(O FH-THRADRAH, CHAR x=az+m,y=b2+4 
确定 ， 则 它 的 方向 余弦 是 
v=a(} +a? + b?) 3, y,=b(1+a+b2»7172, 
DE a + a? +bay 1/8, 
TR: 9) FMR AR x m,y =9， 于 是 (12.70) 化 为 
dG = (1 +a? + b?)-*da A db Adm Adq, (12.71) 
一 个 双 参 数 平面 族 的 直线 (由 做 线 汇 ) 有 两 个 不 变 窗 度 。 第 一 
个 是 直线 的 球面 象 的 面 元 。 第 二 个 密度 更 重要 ， 它 可 以 写作 
dG* = —sina,dx A da, — sinad y A da,, (12,72) 
其 中 2,,a,,0 是 在 一 个 直角 坐标 系 (x,y,z) 里 G 和 举 标 轴 所 ES 
角 ，x,y 是 G 同 (x,y) 平 IRL 交点 坐标 。 这 个 密度 是 .Cartan 
[8515| 进 的 。 参看 Vidal Abascal [695 ]# Pohl [481], Sulanke 
L663J 详 细 研 究 了 Es 里 这 种 线 汇 的 积分 IL, KT RE. 的 推 
广 , 参 看 Stanilov 与 Sulanke [623], Blaschke [51j] 和 Varga[ 685] 
抬 出 了 平面 密度 与 直线 密 论 之 间 的 关系 。 关 于 对 矿物 学 的 应 用 ， 
见 [54 一 56]。 
(6) 在 一 个 n 维 球 内 的 距离 分 布 。 罕 一 个 半径 等 于 RR 的 7n 维 
球体 内 ， 两 个 随机 点 了 ,8 点 的 距离 了 的 概率 分布 EA Deltheil 
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[143], Hammesley [288], Lord [369] 和 Miles [420] 所 讨论 ， 还 
可 以 参看 [335]。 若 1,《x)dx 表示 距离 ”的 值 在 x f x + dx 之 间 
和 的 概率 ， 再 令 r= 2R4， 可 以 证 明 
FCO = 2*nÀA* , s [1 + 15/2,1/2], (12.73) 
HABLO ORCS PAR, HELE 
| ra = eras, 


n-z],2,3 bb, Æ 


FC) = 164nx7![are cosa — AC] — A?)!7?], 
fsCA) = 12420 — 455 2 + À), 
它们 依次 是 关于 线段 、 图 片 以 及 三 维 球体 的 。 
H1 02.73) 8]f8 r B5 556 kE 


n y T(n*tkeDI(G/2 — gi (19 74y 


MORE +k Tinti 4k/20P Cn +ky/2) 


特殊 虑 ， 在 一 个 举 径 为 R 的 n 维 球 体内 的 E 3E, BD 距离 
PO Bf, ALA 


AAAA W Fn x2) TD(n/2 
moz Ga) Fan SP TD R. 

当 n 变 得 很 大 时 ， 可 以 证 明 ， 上 述 分 布 趋 于 正 态 分布 ， 其 中 
WEN OR, BHC) OR, hit AL, 35 2648 BAR, E 
离 PO 几 乎 总 等 于 5R， 即 两 个 正 交 半径 端点 的 距离 。 

Miles[420] 给 出 了 一 个 更 一 般 的 结果 。 设 P,, Pen, P, 为 n 
维 么 球体 内 的 独立 随机 点 ， 而 Qi, Oo, ve, O ; 为 它 的 (n 一 1) 维 球 
面 上 的 独立 随机 点 。， 考 虚 oe oe <n +1 O IA, Er 
点 的 凸 包 几 平 必 是 以 这 些 点 为 顶点 的 > 维 单 AIDE Cr =t+ 7-1), 
ICE, ROME r SE MANIP AS r HART 9 E 


ECT *) = cor] TA Ad, AdQ, Ave AdQ, 


at 
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rc +1) (n+k)-]+ i! 


G Gh | 


T|-Lenenerk)- ja 1| 


F(n/2 Tn- 
* Troc] IT m eA ‚(12.75 
其 中 dP, e, dP, RAR E, 中 的 体 元 而 dQ1,…,48 ;表示 7-1 维 
ARM Li thoes K. O0... 的 值 见 (1.22)， 

C) BYE. TEE, 内 考虑 满足 以 下 条 件 的 点 分 布 ， 一 个 体 
积 了 含有 恰好 0 个 点 的 概率 是 CAV) S ec ^ " CAVO 15 具有 强 
BE À 的 Poisson 过 程 )。 若 两 个 点 之 闻 的 距离 在 CR 之 内 ， 它 们 就 
称 为 互相 联络 的 。 一 个 大 小 为 二 的 最 是 指 具 有 如 韦 性 质 的 点 的 : 
集合 ， 每 一 点 和 集中 至 少 另 一 点 相 联 络 ， 而 没有 一 个 点 和 不 属于 
集合 的 一 点 相 联 络 。 虽然 一 个 摄 中 的 点 的 数量 的 分 布 和 撮 大 小 
的 期 望 值 决定 于 两 个 参数 4 BR, 但 因 次 分 析 表 明 ， 它 们 是 一 个 
复合 参数 1= AR? BER. RP OARRA SD A M E CO) IT 
SAM HAE. Roberts 与 Storey [5151 考虑 了 寻求 使 得 EG) 
A 成 无 穷 太 的 临界 值 1:=1. 的 问题 ， 以 及 寻求 使 无 穷 团 集 出 现 . 
的 tte. MAIS BE TFR 1.20.0434 以 及 Monte Carlo 估 值 . 
t.=0,0889, Holcomb, Iwarawa 与 Roherts(310] fÉ t-£. = 0.070, 
而 Domb [149] 经 过 级 数 展 开 ， 提 出 的 值 是 !- = 0.081. 

Tate [668] 也 考虑 了 E, 里 的 随机 点 的 操 。 设 有 为 一 个 EN 
RUD. KEAT, WM HA. MARTIAL, fe TS), A> 
1. 22,2 HARB, BRAM 位 长 和 单 位 截面 积 的 正 圆柱 - 
PB, HSM BWA. VGA, DAE 何 么 柱 面 都 不 含 
个 或 更 多 个 点 的 概率 。 落 在 一 个 乏 柱 面 里 的 不 个 点 称 为 构成 — 
个 《次 集 。 这 样 ， 不 存在 7 次 或 更 高 次 集 的 概率 是 


(AV 


MAA DEAD, 


e=0 
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Ht Ve AT, di GA PAM S4 ees PORE BELO 
a, KEF ORAR NIMES. A Amine Züp., j.0. 
A, Ta Wipe, ERE hs, 1,MD = a -(s-1)/T)*. 一 般 地 ， 
FSA DEUT ABA RIMA. M2, vi, A, 
T) 的 解析 推算 不 能 进行 ， Tate[668] 报 导 了 利用 Monte Carlo 方 法 
所 获得 的 一 些 结果 。 
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第 = 篇 
了 ,里 的 积分 几何 


Brame E, 里 的 山 集 


1. SRSRRMERD 


E, 的 一 个 点 集 ， 若 含有 属于 它 的 任意 两 点 所 确 定 的 整个 线 
有 段 ， 则 称 为 凸 集 ， 我 们 将 始终 只 考虑 有 界 闭 凸 集 。 具 有 非 空 内 部 
fortune. PRI OK OL BR. 

可 以 证 明 凸 面 的 以 下 性 质 ，(a) —P COULDA fx, HU 
几乎 处 处 有 切面 [7"4， 第 13 页 ]。(b) 任意 凸 面 可 以 用 解析 凸 面 令 
列 来 逼近 ， 也 可 以 用 凸 多 面 形 乌 列 来 逼近 [63， 第 36 页 ! 195]. 

— AE K fs TR 超 平面 (或 者 凸 面 9K 的 一 个 撑 超 平面 ) 
是 含有 天 的 点 但 不 把 天 任何 两 点 隔离 的 超 平 面 。 蔡 开 有 内 点 ， 则 
撑 超 平面 是 含有 OK 的 点 但 不 含有 五 的 内 点 的 超 平面 。 经 过 上 耳 集 
芍 每 一 个 边界 点 至 少 有 一 个 撑 超 平面 。 若 经 过 一 个 边界 点 只 有 一 
个 撑 超 平面 ， 则 该 点 中 做 正则 点 。 

KO, OAL, 里 一 个 固定 点 。 考 虑 一 切 经 过 OO 的 
《n 一?) 维 平面 上 ,-_, 0055 HAY Ki- 为 天 在 工 。 cn 中 的 ERK 
影 。 这 就 是 说 , 若 经 过 天 的 每 一 点 作 > BERET Le, cor A 
这 些 r 维 平 面 和 上 ,-; wo， 的 一 切 交 点 所 构 RRR K 
我 们 给 出 这 些 投影 集合 的 体积 CK-,) 中 值 的 定义 。 

方程 (12.27) 给 出 绕 恩 定点 0 的 n~7 维 平面 的 密谋 
dL, ,,,,, HN Grassmann EJE G ar, "的 不 变 体 元 。 于 是 投影 体 
PVK- OM BIE 


EQ (GG 20D = 9 


040 
r-1 1o 
me 5^0, «0, 100, 03.0 


Kb mu. X a 02.35) A 出 的 Grassmann 流 形 Gt,r 
MAR, gu 


IK) = | V(K dL,_, C03 
Geir. 


- | VEK. dl, to (13.2) 


Er, 对 一 了 


是 凸 集 天 的 一 项 重要 特征 ， 我 们 将 对 它 进 行 考 察 。 方 程 (14.2) 给 
出 了 7r=1,2,…,:n 一 1 时 71CK2 的 定义 。 为 完备 超 见 ， 我 们 令 
IK) = VOO = 天 的 体积 。 (13.3) 
当 r=m-~l)i+1=r 时 ， 公 式 (12.53) 化 为 
AL Ade ro dL. co AL, ro) (13.4) 
MÉS n>2-1,1+1>7-1, Wi ExR2r5x (12.52) (4% 
dL, co AdL?*;! SdL Ti a, Adif. (13,5 
A Lio. HS. OU, ECRIRE CIS. 50, MAC 较 符 
号 ， 注 意 一 个 有 向 平面 等 价 于 两 个 无 向 平面 ) 
dL,., cop AdL}Z eo 人 dt 
=dL, co 人 LI- co; Aro (13.6) 


PACER V CK, DRE, JE REAA Le 。 ， 
Lio 积分 。 由 于 Klo. GE KEE Los 上 的 
正 交 投影 ) 在 L,.. coy 上 的 TER 投影 ， ig dL,., 10) edu, HEB 
RU, 的 面 元 ， 在 左边 ， 我 们 得 | 

Lo... au 


EEE, SAAB T— LI MR On. HRR, M 


. I CK. DW gm Kp- 看 作 Lan, (0 里 的 pud 时 的 对 应 Bi 分 
(13.2)。 在 右边， 我 们 FLUORA — Yo: MU MR 


(SF L0...) —8 Lo. OE TSO... FER 
得 到 递 椎 公式 
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LOO uy | ¡A E A A (13.7) 
Pv. 
注意 乏 半球 小 U1 恰恰 就 是 Gus MIB 过 原点 0 的 一 切 


无 向 直线 所 构成 的 流 形 。 
(13.2) 给 出 积分 1,(K ) 同 投 PERV, DWR 望 值 的 关 
系 ， 我 们 常常 引用 所 谓 PULCTEOMICRETBL 分 5 (quermassinte- 
grale) ,或 痢 平均 截 妆 测 度 “来 代 赫 I, CIO, EAT Minkowski 引 
进 的 ， 其 定义 为 
W, CR) = MDI EVA) 
¡JO 


= (nnd, 0 I.(K), (13.8) 


nO, q a— r~] 


这 样 ，(13.7) 就 化 为 
W, CO D [wa O 
Ha 
ERA Kubota AR ([348], Da LL Bw Bonnesen 5j Fenchel[63, 
4911), Al Hadwiger [274, 5820900. 为 完备 ER, RNS 
W,CK) =1,(K) =VCK), W,CK)=0,_,/n, — (03.10 
其 中 最 后 一 式 可 从 (13.8) 得 到 ， 为 此 ， 只 须 假 定 W.ERKAT 
n 的 常数 。 
值得 指出 ， 由 (13.8) 可 知 ，K 的 平均 宽度 是 
E(VCK*)) = (2n/0,_)W.-ı(K). (13.11) 
容易 证 明 ， 截 测 积分 AO 所 构成 的 空间 上 的 连续 泛 函 
([274， 第 211 页 ;还 可 以 参看 [243])。 关 于 它们 到 任意 可 测 点 
集 的 推广 ， 见 C460，461]. 


O Quemassintegrale.—— RE 
@ Mean cross-sectional measures. — R # 
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2, Cauchy 公式 


先 假定 KK 是 一 个 凸 多 面 形 区 域 . Ve f. 是 3K ANA fit 
积 . 而 f. 是 它 在 -i10ol 上 的 正 交 投影 面积 。 则 fi =lcos0,1f,, 
其 中 DEL, 的 法 方向 U. 和 OK 的 向 外 法 线 之 间 的 角 。 
由 于 这 些 投影 面积 的 总 和 等 于 KK 的 投影 面积 VCK,-,) 的 两 售 , 我 
们 有 
2V (Ks-1) = Dyleos 0,1f,, 03.12) 


upmiteK 的 面 的 个 数 。 
乘 以 du。 ， 并 在 么 半球 上 取 积 分 ， 得 
2 | VCK od uu = -PP (13.13) 


4u,_, 


其 中 表示 OK 的 n -1 维 面积 。 在 这 里 ， 我 们 应 用 了 这 样 的 事 
3s HUE [lot idu. s 等 于 十 UU, 在 一 个 直径 RE 


HEKER, Mn- 1 维 么 球体 积 x, 20. ,/( -1) 的 体积 。 
方程 (13.13) 可 以 写成 


F.20-D | VCK,_,)du,_,=nW,, (13.14) 


PLE 


这 叫做 关于 凸 多 面 形 的 Cauchy 公式 。 由 于 任 ROR 可 以 作为 
OSH SU 的 极限 ， 这 公式 适用 于 任 意 廿 集 [93,63,274]。 关 
于 这 公式 到 ?维和 勾 球面 的 子 集 的 推广 ， 见 [188]。 

n=3 的 款 。n= 3 时 ， 车 了, 表示 天 在 一 个 垂直 于 us 的 FR 
上 的 正 交 投 影 面积 ，Cauchy 公式 可 以 写成 


F = 1 [ran (13.15) 


其 中 是 OK 的 面积 。f, 的 期 望 值 是 
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| ECF,) 2 F/4, (13,16) 
这 个 公式 提供 一 种 度量 一 个 小 凸 体 的 面积 的 实际 I # 
E,, fü Ej, 依次 表示 天 在 一 个 十 二 面体 和 一 个 二 十 而 体 的 面 的 平 
的 投影 面积 ，Moran 证 明了 
9,2294<E,,<0.2696, 0.2390 Egg <0. 2618, 
也 可 以 证 明 关 于 曲线 的 一 个 类 DR. ET 是 长 度 为 上 的 曲线 ， 
则 在 一 个 平面 上 的 投影 长 的 期 望 值 是 E(OL.-((G/O0L, m 曲线 
在 一 个 十 二 面体 或 一 个 二 十 面体 的 面 的 平均 投影 长 就 给 出 上 的 近 
(Hi. AXP EMR KE Le ML. MA 
0.229<L ,/nL<0.269, 0.244<L,,/nL<0.252, 
概率 密度 函数 /FE,)( 这 个 函数 的 意义 是 : (Ff .) 在 由 4 到 4 的 
节 [a,5bj ARDS FP. 在 该 节 内 的 概率 ?的 表达 式 一 般 是 复杂 
的 ， 它 和 的 形状 有 关 . 但 在 车 干 特 款 , 它 是 可 以 推算 到 的 .例如 ， 
设 K 为 正 贺 柱 形 , 其 高 是 4 ,半径 是 +r 。 若 一 个 平面 的 法 线 和 圆柱 
形 的 轴 作 4 角 ， 则 六 在 这 个 平面 上 的 正 交 投 影 面积 是 (图 13.1) 
© Fa = nrieos O+ 2rh sin 0, (13.17) 


. B 15,1 
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最 大 投影 面积 对 应 于 6=are tan(zn/ar), HUB Fy = rcr 
t4 7. 所 得 分 布 国 数 是 minçurt,2rh) < Fy <max(ar’, 
2rh at, 

_ 1 2rhF, d 
SP.) = ge ope pe ter » (13.18) 
而 max(zr?,2rh) < 过 FF ,二 Fy it, 


_ 1 AnhF, 
KED SRE (ry FEST 


1£(13.18) B, Yari>2rh 时 ， 用 正 号 ， 而 当 xr:<2rh 时 ， 
HAZ. Din, art-orh M, RUE 
[ (coa. =1, 


(13.19 


L4 
Eos [MPS aF, = Tih, 8.20 


这 和 上 面 的 结果 是 吻合 的 。 第 二 矩 是 

Jt, Fife os F, 12 

这 些 公式 ， 还 有 关于 正平 行 六 面体 的 类 AR, Æ AG. 
Walters[707] 的 结果 。 


2-4 
(2rh +xr2) + . (3.20 


3, PFAM Steiner AR 


设 天 为 凸 集 ， 以 天 的 每 一 点 为 中 心 作 以 BE tel SR (E, NN 
一 切 这 样 球 AMIR, "BEER 离 为 p 的 ， 天 的 平行 凸 集 。 边 界 
eK, URERA eS, 9K 的 平行 曲面 。 

我 们 要 证 明 关 于 上 。 的 体积 公式 

Vike) = (E) OT , (13.22) 
它 对 于 任意 02120 成 立 ， 称 为 关于 凸 集 的 Steiner AR, 
我 们 采用 归纳 法 。n=1 时 ，(13.22) 化 为 
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V(K,) = VK) +20; 
这 是 对 的 ， 因 为 K 是 长 度 为 VC(K) 的 线段 而 KK, BK EHV CK) + 
22 WEB. [BUE CIS. 22)8-P E, i 内 的 凸 集 成 立 。 设 KK’ 为 六 在 
L. 上 的 投影 ， 并 把 (13.22) 应 用 于 K, RE 


n- | na | 
VK, = DA )w: eos. (18.23) 


设 du,., WARU a HSE LL HZ RER AB 
元 ,以 du, 3813.23 PIF ERA U. 上 积分 ， 利 用 Kubota 
公式 和 Cauchy 公式 ， 得 


m1 | | 
PCR Sal LA . 3.20 


另 一 方面 ， 
V(K O V(K) + (Fa, 


V(K,) = VCK) + X. Wade, 
根据 (13.10) , 可 以 今 W CK) =VCK), 于 是 经 过 指标 = 
MI 就 得 所 求 公 式 。 
由 于 平行 体 K。,。 就 是 XK。 的 平行 体 (K I, TÜRE 一 个 更 
一 般 的 公式 。 我 们 有 


>( "wide «x "UD + a). 


(13.25) 
或 


>( wick na: = >( aun GE ente. 


(13.26) 
对 于 任意 "之 0， 这 个 等 式 都 成 立 ， 因 此 ， 可 以 令 ai 在 两 过 
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的 系数 相等 于 是 经 过 指标 更 换 1- :一 ! 后 ， 得 


WiCK,) = EC. QW.odOs', 13.2 


3-69 


这 对 于 :=0.1,…,1 成 立 ， 


4. 关于 四 集 在 线性 空间 上 投影 的 积分 公式 


iK A h R K no 为 它 在 经 过 原点 O 的 "上 -7 维 线 性 空 
间 La coi 上 的 投影 。 AR (12,82 HI W.-OOGESGRK' n- ME 
"€: 我 们 将 求 不 变量 WOK, BSSEXI (ÉL, 

HE. HAK WA (13.8) 。 我 们 得 


—-rY)0, OÖ 
W,CK,) = (n-r)O,. , 0 
P nO, On Lr, 


ViK nal, tod. 


Oe, a-r 


(13. 28) 
根据 (13,27), 
nr | 
WKD Dh West dos, (13.28) 
mr d 


FER GC Da, 应 用 Steiner AR, EEK onr (Kio) oy 
就 得 
VK Dane = D WCK ol, (13.30) 
i-0 
3803.30) $103,290 4A (13,29, RSS 05 的 系数 相 
等 ， 就 得 
waa = nO, 2°° Oz- tT . 
|... Mio e = Fleer Pera CR), 
(13.31) 
KIARHFOSI<Nn-r£n- 1 BRL. BH = 0,1 两 款 . 若 =0, 
MW = VK. ee K. Hg RAR, du 103.310 M (13.8) 
一 致 ， Ep 
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; No OPER , 
J. LI QOG db, lo] OO DO. (13.32) 


= 1, BE 03.9) 和 (13.14), WiK- = FK 
nr), H FEKI- ORR aK AA, x 13.31) 化 为 


| PCOK,. aL, to: = Or- On- LAA WO (13.35) 
Gr, gor O,- eee On 


5。 中 曲率 积分 

BERKER OK 是 一 个 类 曲面 ， 截 测 积 分 W. 可 以 用 
3 天 的 中 曲率 积分 表达 。 我 们 知道 ， 在 一 个 超 曲面 二 上 一 点 、 有 
n AO RENI TER SE uuum aa À do ARE 的 
面 元 ， 则 中 出 举 的 第 了 上 个 积分 MONEE 


. o TM IN E 
Maze) |, (ti ka ek Jda, (13.39 


Se KaL; HU ft Grauss-Kronecker 曲率 ， 它 和 之 的 球面 象 的 面 


中 {Ke Kia te 上 表示 主 曲 率 的 第 了 AS 9) HT BR BÉ. Fe FA 
Ki 
idun. "m 关系 


KiK *K y do=du,_,, (13.35) 


SUE. ZORRO DUn BSS E RR 
于 经 过 原点 Q MARE 2 E PIEL RIA 

车 Ri=1/eG= ,22 一 1 是 主 曲率 半径 ， 则 (13.34) 
可 以 写成 


ME LI 
M.(2) = ( , ) A {Ri,, Rins o» Ri Hus, (13.36) 


JUBU AE ZE ERU naia 
iP EE HE EM CERN. din - ee, EM, CZ) 
SEF ER iA Be 3 AS Hs Er? | Hy 一 个 H th 不 AE à H Aa Euler- 
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Poincare HAE CDD KARE 


M, (2) = On CE (n= (HBO. (13.37) 
若 5 是 一 个 域 D 的 边界 ， 则 对 于 任意 ， 
Mp- (2D) =02-,x(D), (13.38) 


例如 ， 苦 是 一 个 拓扑 球 ， 特 殊 地 车 是 凸 体 ， 我 们 知道 


x(D) =i, Aig 
M„-,@D) = On (13,39) 


Ba, RIHAR., EA Raa A m AEE Zn 具有 有 尽 单 
ESTIMO oso 维 单 纯 形 的 个 数 ， 则 
ACÈ m) 5 090,40, * 0. + C- 1) ame (13, 40) 
把 这 个 公式 应 用 于 一 个 n 维 单纯 形 ， 容 易 得 知 ， 对 于 Es 里 
的 拓扑 球 人 D， 
xD): 1, xC@D)=1-C-D". (13.41) 
Xp Euler-Poincare 特征 禾 的 公理 性 定义 见 Hadwiger[272， 
274j, Groemer( ?43]ALenz[ 363 j. 


6. PERD SRAARR 
WA 为止 集 ， 并 假设 OK 为 C* 类 起 曲面 。 若 R; AKE 
率 半 径 ， 则 3K 的 主 曲 率 半 径 是 KR, +0, MK, 的 面 元 40 ,是 ( 利 
用 (13.35)) 
do, =(R + I CR, + oe (Ri, + ou, 1. (13,42) 
Hit, aK, 的 面积 是 


F(K,) =| CR, + 0) (R4, + 0)du,., 
u 


*-1 


t=O 


>] Ra eer, Ri, -r )pfdu,., 


> Mas”. (13.43) 


9 到 0 
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XT K WAR. DIR 


Y(K,) = VOO + [rex ao 
0 


H 


a-i rai nl 
vao «SEL. )M.@K), (13.44) 
P=0 


把 这 式 和 Steiner 公式 (13.22) 比较 ， 得 
M, OK)=nW,, (K), (13,45) 
EBW (大 ) 对 于 任意 凸 集 都 是 确定 的 ， 而 M ODP EN. 
(13.34) 则 只 有 当 OK RPC 类 时 才 有 意义 。 但 是 ， 我 们 可 以 
取 (13.45) 作 为 M-(3K) 的 定义 ， 而 我 们 此 后 就 这 样 做 ， 因 而 对 于 
任意 凸 集 4 ， 都 有 确定 的 中 曲率 积分 
M.(9K), r=0,1,**,n—1, 
反 过 来 ， 等 式 (03.40 还 可 以 用 来 计算 WW,.1(K)。 这 是 因 为 ， 
SEPP DEK ,的 边界 3K ,是 光 少 的 ,而 M.-C3Ks) 可 以 直接 用 (13.34》 
计算 ， 于 是 令 一 0 就 得 到 M.-C3K,) 的 极限 值 ， 即 RW.LLOO. F 
面 我 们 对 于 其 些 ER A EW CO RN, 
(a) 半径 为 尺 的 球 : 
WR) = (On, /MR™ 7, r=0,1,%,n, (13.46) 
(QD 接 长 为 ai(=1,2.…,m) 的 立方 体 ， 


non O, 
Wit RE) = Ita, 8, 0; }, 


(7) a-* 
其 中 (2,, 7,8, eG n 7 个 初等 对 称 国 数 。 例 如 ， 对 于 - 
BEA A 的 立方 体 ， 
Wh) =(0, Mat”, (13, 48) 
(e) 长 度 为 s 的 线段， 
n>2H, 


(13,47) 


W;=0  (1=0,1,+**,n-2), 
On-s 


W = inne _ 
n-1 n(n- 1) s, 


W,= Qs- 
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m= 114, 

Wess. Wie, (13,50) 
(d) LES, 

WER, MA», Bn_s 为 是 域 ， 依 次 含 于 互相 正 交 的 平面 4» 和 
Ln-p 内 ， 若 XE 4p,yEBn-p， 一 切 点 x+y RRR Ap x Bap, 
$k HA pA B, pity Minkowski 和 。 这 时， 

WiCAp x Ba_p) 


945 qa” ( PN wor AD Wt (Bap) 


(7) 9-1 i-o-1 
i 1 p=1 


+ Lit WA WS Ban 


jt 


(Pecan WEP Be» ) (13.51) 


1 


其 中 ， We Ay RRITEJ Lo ff TR Bos RMD, M 
WYP CB, RATE A Ln pM Br pi» PRM 
分 。 . 

特殊 地 ， 若 P=! 而 À 是 长 度 为 h 的 线段 ， 而 B-1 是 半径 为 
ajn- 维 球体 ， 则 (13.51) 是 半径 为 4a ， 高 度 为 h iral £e RETI 
的 截 测 积分 ， 即 tony 


` + 一 On (1—150,., = Li ami 

Wi( 柱 面 )= y y a + (n-pDar=* 4 |, 

(13,52) . 
而 
W,= Onzzassın,  W,2.Ü-: (nat) (a 1)a=2h) 

° n-1 , ! n(n- 1) . 
(13.53) : 

Ce) BHM: 


SK 是 半 轴 为 4 与 iaCa= ARE NOR, M 
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W = (On-i/ MA" tar" FU (n+ 1)/2,7/2, n/2 1-47], 
(13.54) 


其 中 了 为 超 比 函数 。 以 上 诸 值 摘自 Hadwiger 的 书 [274， 第 220 一 
221 页 ]。 
Cf) 值得 指出 : 
利用 〈13.45) ， 可 得 3K 的 GERARD 平行 曲面 的 e i 
RED 


a-i-l 


n=-t-1 
M,@K») = > ( ; Ms afe, j2120,1,*,n-1 


了 一 0 


(13.55) 
(E) mn=3 的 款 : 
WEA AK .中 曲率 积分 是 Mo = fF(3K 的 面积 ); M= 
MM(3K 的 中 曲率 积分 );: NM = 4r。 于 是 利用 (13.45) (13.11) 和 
(13.33) ， 易 得 


1 1 
M= 工 | Lu -1[ Adu, 
ajy, eee? Jo, 2 (13.56) 


其 中 Lu HRK ÆBÉ FD A. 的 平面 的 正 交 投 影 周 长 ， 而 4 M 
AK E u FRANKE WEHT us 而 包含 在 内 的 两 个 撑 平面 
的 距离 。 干 是 有 中 值 
E(QL,) 2 M/2, ECA)= M/2x, (13,57) 

miu AA, BR ABU Fl, MBP i 
之 闻 的 平均 距 ， 在 技术 书 中 ， 它 也 是 做 “平均 测 径 ”[166]. 

为 了 求 MCK)， 有 了 时 可 以 先 计算 MK), PR p 一 0 时 的 极 
限 。 通 过 这 个 方法 ， 可 得 以 下 结果 。 

(a) 对 于 一 个 楼 长 为 ， 其 对 应 二 面 角 为 ai 的 多 面体 ， 


M = y 2)G-apa, (13,58) 
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其 中 到 总 和 的 范围 是 OK 的 一 切 楼 . 
Cb) 对 于 高 为 ， 半 径 为 4 的 正 圆 柱 体 ， 
M = xh 4 nr. (13.599 
特殊 地 ， 对 于 长 度 为 hh 的 线段 (0-0) , Mank, 
CO MEME, FAL, B HET Ant, 
M = (x/2)L, (13.60) 
其 中 工 是 西 集 周 长 。 
计算 距离 为 o 的 平行 曲面 的 委 然 后 取 p>0 时 的 极限 B À 2A 
也 可 以 用 于 非 呈 集 的 边界 。 例 如 ， 若 一 个 正 柱 面 的 高 为 有， 其 
截面 的 周 长 为 上 ， 总 曲率 为 c (在 图 13.2 里 ，c(Z) = -2x)， W 


M(Z) = Cd. + ch), (13.61) 


E] 18.2 


7. 压 平 了 的 凸 体 的 中 曲率 积分 


RE EH, 二" 为 含 在 一 个 r 维 平 面 内 的 凸 体 , 其 边界 aK’, 
作为 上 的 点 集 , 是 二 的 一 个 n 一 1 维 流 形 ; 我 们 假定 它 两 次 可 投 . E 
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MY (aK) (4 20,1, 7,7 1 是 作为 上 -的 凸 面 的 中 曲率 积分 。 若 - 

jg K 384g En 二 站 内 的 压 平 了 的 凸 体 , 其 中 曲率 积分 M OK 

可 按 以 下 方法 计算 把 K" BEE. 的 凸 体 ， 取 距离 为 的 平行 

同体 KK;， 计 算 它 的 中 曲率 积分 ， 再 取 e->0 时 的 极限 。 我 们 叙述 

下 面 结 果 而 不 加 证 明 ， 这 些 结果 是 不 难得 到 的 ( 见 [574j,L274.]). 
(o #qSn-r, I 


rl ) . 

Mt" (aK? _(g-ner Us My. OKT). 

Y ù ) ("7") Oq. ner q 《 ) 
q 


qzn-r. (13,62) 


(b) Fa=n-r-1, Wi 
n-1 


n=r-1 


My... OK =( ) 9 veo, 
(13.63) 
Seb VK om KH BAR. 
(c) Ha<n-r-1, M 
MyPcaK")=0, q<n-r-1, (13,64) 
Hate HRS ur DB SECOS. 45) 来 得 到 截 测 积分 。 
例 1 在 普通 空间 Es ALFA. 
@) 7=1。K 退化 成 长 度 为 s 的 线段 。 中 曲率 积分 是 


MG =0, MY = ns, MS =4n, (13.65) 
(b) r=2, KO RP VE u WH. TIE MA 


MS) =2f, Mi'z(n/2)MWV = (n/2)u, MY =2M,? =4n, 
(13,66) 
B2 ”对 于 半径 为 上 的 c 维 球 ， 作 为 En 的 凸 体 ， qon-r, 
n-r— [ioe n- HT, 
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1 (13.67) 


g 
mia=n-r- ikt, 
M= E O re (13.58) 
(C1) 
d 
q«n-r-ilhf, 
My -0, 


例 5 对 于 楼 长 为 的" 维 正方 体 ， 作 为 ,的 是 体 ， 


g=n-r,m,n-1ht, 


r=] 
T" Goa) o | 8-871 
o (^: IT 二 FT 13.69) 
q 
"=n —r— 1H, 
n-—r-1 
Mate ae Osa: (13.70) 
g<n-—r-1H, 
MY =0, 


例 4 对 于 Es 里 长 度 为 s 的 线段 ， 9=0,1,*-,1-— 2H, 
MO, = 0... M9” = 0， Mm: 


Mi, = Pacte, (13.71) 


8, EU 
C1) El, HERRERA AAA, BAR Anh Ree. 
(a) 对 于 外 接 球面 半径 为 及 的 正 多 面体 ,我 们 有 下 列 体积 了 ， 
面积 和 中 曲率 积分 ML270j。 
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v9 dg fk 
Vie By 3 /27) R5, 
M 94/8 Rarccos ( — 1/3). 


F=(8v3/3)R?, 


EF 
vec 3 /9R3,  F=8R?%, M=2,/31R, 
ok EL 


“a (4/3) RS, F=1/3R'. M=6ÿ/ 2 Rarccos(1/3) 


小 二 面体 
VOTE 5 + RS, F=(200~ a0v 8)? RI, 
| M=5 3005 -DR arctan?, 

二 十 面体 
V = (40+ 85 )2R3/3, 
M = (450 - 90V 3)? Raresin(2/3), 
Cb) 对 于 其 三 个 共 点 楼 长 为 aaa;as 的 长 方 体 ， 


V = agta, F = 2(a,a,+ a.a. +a,a;), 


FeV 300-2 5)R, 


M ax(a@,+o0,+a,). 
TAN" ERA R Io Be ek, 
V= (Fa Rh, ÜCoaRtenRQ(Se RO) 
M=aR’+nR-nRarctan(h/R), 
(4) HIER ARIA TAREE, 
V=3uR?h, F=urvnR(h+R), Mea=xth+nR) 
Ce) PERA REEERE, 
V2(2/3aR', Fz2nR*, M=2nR(1 +n/4), 
CD 对 于 半 轴 为 a,a, ca EERE, OA, 
V = (4/3) ada’, 
F=2n[1 +40 ~ A 'Zlog([1- (1-45? ]471Y]a2, 
M = 2x[À + (1 — 4297 '/? arc cosA]a; 


Wi 1<A< of}, 
V = (4/33u4a?, 
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P=2nti+ AA — 1) ^ * are cos(}/A) ja?, 


M -2n(ÀA (M —1)7'? log[ A + (A? — 15!" Joa, 


《8g》 关 于 Es 中 同体 的 一 些 其 他 几何 量 以 及 这 些 量 的 上 下 舍 
ik. Wr490]. 

(2) RFE PARE ROR. KK OEE C. 3€ 
AS AI A 相交 的 直线 ,Ce 为 在 A Si ER, HP, PRO. Rak 的 
交点 IR X o ob C6 的 ,大 的 撑 平 面 的 二 点 。 设 Ke k ak 
LEP ,, Poff) Gauss 38, do, do, OK fric Wc. VE s A 3x 
G:A K =P PK, a, 0,29C FKE Pi, 了 的 外 向 法 线 所 作 的 
角 、 设 为 经 过 G. 的 ，K 的 撑 平 面 之 闻 的 角 ，, 刀 为 从 P,P， 到 
Go. ORR, PARA MSL 


, cost cosa Kkstu 
dG, = Altdo, Adon, dC, = LE doy A das, 


Rik,ritos? d 


k kast 
a} G,. dG, = 1 dG,. 
COSQ,COSQ,SID"() 


sintu 


dG, = 


利用 这 些 关 系 ， 可 以 省 明 以 下 积分 公式 ， 共 中 积分 范围 是 一 
HJEK SPA BER G. Ai A À fm. 


| sine qe = am" f (m/e) 
t,t, Doom +: )/2) 


| (20 — sin2w) (+ + Jac, = 16nM, 


sin zt | santa Tr 
ume dG -(5)F. | ano dG, -(5) 
Kikotits ^ 2 J k,k,st dc , 


` sinsw sintw 
dG, = 22V | dC. =bV2 
Bm. ev, [red = bv?, 


RPA AWM PAG MR, ALL, ABI ET 
Re 
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kiks? 


cosa Cosa, 


"E F? 


u d , 
cosa cosa, 2 


dG, = 82°, f 


(ky sı + ky) 8? 4C, = 4xF, 


cosa cosa, 


(+ L) dG m fdo, 


cosa, COSG, 
(GE; + dil) s8dG, = svf fdo, 
cosa, Cosas, ak 


其 中 f1,f: 表 示 3K 上 的 国 数 f 在 P,P; 的 值 ， 见 (395.397,546], 
(3) Ambareumjan 的 一 个 不 等 式 .” EG 为 和 山体 上 M 

hy He. WE WIR GO KR, dido, do HKE À GNAK 

出面 元 。Ambarcumjan[7] 证 明了 不 等 式 ( 对 于 一 切 整 数 7 守 0》 


s*dG sl s* ?do, A do,, 
dE an +2) Jagnak ! ? 


n= 2h, MA l.xFyn?. 

(4 》 凸 集 的 14 维 撑 平 而 。 设 想 在 6; 里 按 以 下 方法 作 一 族 4 
维 平 页， 取 以 原点 为 中 心 的 么 球 V。1， 对 于 每 一 个 和 Vs-: 相 切 的 
La, EOL OL E. SLEEP ERP L. 
PUEBLA RE PK WAM 9 维 平面 的 充 要 条 
件 是 什么 ? ERE, LEK Aa 维 撑 平 面 ， 是 指 LK Be aK 的 
一 个 非 空子 集 。4 = 0 和 4 = n — I 两 款 是 经 典 的 成 果 [$3 ,第 26 页 ], 
Firey[194J 给 出 了 答案 ， 那 是 一 组 关于 从 0 到 Li RER 的 条 
fF. dBn/(O — 07 = hq 称 作 K 的 9 维 撑 国 数 ，Firey 还 给 出 了 用 
ho 表达 K 的 截 测 积分 的 公式 。 

(5) Chakerian 等 周 不 等 式 。 (2) BK WE, BAS, mí 
4K 为 K 在 方向 4 WER. Eu, ,up(p 之 1) 为 固定 的 矢量 , 它们 


o Ei, — uw 
E 1 表示 Ambarcumjian 不 等 式 左 当 的 积分 .一 -一 译 者 


不 一 定 正 交 MIA ESE REL a EJ n OJ, 
HEHFEHIM to) 2.7), 考 虚 幅度 AG) ROM GE 45 ff, 

[PE (20,0, 071 [acu A Cup dR " 
ERROREA AERE ARE M co CB FOB, 59 17455. Chakerian 
Los] 证 明了 以 下 不等式， 


p . 
Jpz2'nW,.5,0,1, GSP"), > \otnlp 0521, 
n 


IRW nE Kin A 则 是 | r*aP， 


其 中 7” 是 从 五 中 一 点 忆 到 3 天 的 距离 。 p= 1 时 ， 两 个 不 等 式 中 的 等 
PRAK A nR., 

D) EXLAE AR, HARV, BEF, 3: ARM 
BSW. BK AKERE Fi u 的 超 平面 Ln-1 上 的 正 交 & 
影 。 设 0 为 :的 n VERA AA AT Lye RE. 
Chakerian[99] 得 到 了 不 等 式 


2W 4,2 W ah; * n^ 'O,À,, 


Fam- n [PDA ^7" va [EPa ly, 


ni . TUS nsa 


在 么 球 上 积分 ， 还 可 以 获得 其 他 不 等 式 。z = 2 时 ， 有 关 不 等 
式 是 D.C.Benson[26] 的 结果 。 
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第 十 四 章 RETRE, hR, EX UE 


1. 和 一 个 凸 集 相交 的 r 维 平面 的 集合 


设 天 为 己 。 里 的 凸 集 。 我 们 试 求 一 切 和 天 相交 的 r 维 平面 Le 
的 测度 。 应 用 关于 4 的 表达 式 (12.38) 并 利用 (13.2)， 可 知 这 个 
测度 等 于 I,(K), 或 者 ， 用 截 测 积分 (13.8) 表 示 


MG, LN KE go =Í, dL, 
Lyk 


nOn- 20n- 3° On T 
(n — r)0,. 0,0, 


(14.1) 
于 是 得 结论 : 
Erg, Chh AR 48 45 r 维 平 面 的 测度 Cr = 1,2, 
sen- 1) C14. DÄR. 
r=0 时， 上 的 点 的 测度 等 于 的 体积 VCK)。 
利用 关系 (13.45)， 还 可 以 把 (14.1) 写 成 


On Cn-r 7 一 1 
m(L,;L, (| Kg (no ry0, o, M-- QD. 


(14.2) 

HK AST CAMA, NECLAL 2020014.2) E ff WM 
M, MAD TZAR 7 PEHARA. 

n=3 mf, kf 

mL olb (Kg) -(/2)F, milal N KEØ)= 
这 些 是 E BAR + SE A A A REE O BE. 直接 的 证 明 
L586, 335,144, 

其 次 ， 在 和 天 相交 的 一 切 Lr 的 范围 上 ， 试 求 截 测 积 分 
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WAUOKO LO. Yok, RAVAN 2.52), M 
dL AdE? = dl, [i1] NdLiss t+ I<T, (1 h 3) 
考虑 积分 


zi ala ABLE, Qi 
LED 


4 LAH, HAL, 求 积 ， 利 用 (14.1)， 得 


TO, den f "ue . 
Gi O0: 0,0, |, WEN babs, 


L, K#2 


Iz 


. (14, 52 
另 一 方面 ， 根 据 (14.3) 和 (12.367， 


1= | dL | dh, 
Ly Kr lat ried 


200-129 One 
OO, er (14.6) 


其 中 因子 2 的 出 现 是 由 于 假定 L BA. AERE L 是 无 
向 的 ， 则 根据 (14.1) 和 (14.5)， 


Wi KN LAL, 
JL, KAD 
_ Cr 一 一 DOn- 1- On ¿O a My 
= (n-i- 1)0,- -i- 20 n- ERON; Wi41CK), 


= (14,7) 
Ke, HEESA 
2x0, = (1- 1201, (14.8) 
可 得 
| WY CK LL, 
PY d 
On ee On On in 
Sn Wi). (14.9) 


tgr- MH (03.10, W=0,_,/r 而 (14.9) fü 
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ay 
nb 


Cha, De R. 


AHCS, 10, PLH. D EPRA R E 积分 表达 的 形式 


| MOCK LdL, 
2JL.^K-2 


On, On rOn- € 
_ rn MK). (14,10) 


eG yas SC Àj Santal6[ 565,572 fi Hadwiger [274] 所 给 出 。， 


mn ti 


to 


LARE 

BLEA SRE CAI IH JL RE A A E AE, 

(1) + & Ky, K, 为 E, 里 的 上 西 集 而 K,CK,, 一 个 和 K, 相交 的 
Sir P(r =1,2,.n— Laude K Fg HERE 


W (K> M,_,(aK 
POS Ke WS MR MaD 


这 个 结果 可 以 从 (14.1) 和 (14.2) 直 按 推 得 . 
CD BAC ENGER BR Ptn, M Lrfe La ESQ 
入. 相交 的 两 个 子 空间 。 求 Lp 站 Lg 入 相交 的 概率 . 
解 ” 我 们 需要 求 下 面积 分 的 值 


ms Lass La NKE) = | dlp dlge 
Ly NEg Kee 
(14.12) 


& Loi, RAMP Leia K MSH LR, 8 


me oa | M p CL Mak dla, 
Lo k=7 


=(n—pyOp en 
(14.135 
为 了 计算 最 后 的 积分 ， 我 们 分 两 款 来 芳 虑 ; 
(a) p+g 之 n+1。 根 据 (13.62)， 得 
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= - eo 
| 5-1) Opsa-n Moa (14.14) 


1404.10», 


| M8) q-n-1( Lg faK)dLy 
E, NK 
Og ae On aOsn p. qai 
- Ou 0,0, pai Morga (OK), 


(14.15) 


204.0 AM04 159 RA 04.12 , REBEL NL N AF 
的 一 切 子 空间 偶 Lo, La 的 测度 . 一 切 和 天 相交 的 子 空 间 偶 Lp, La 
OMI ESE C142 Pra Am Ls) KAS) Rm Lg L KF 
名) 之 积 。 相 除 ， 就 得 所 求 概率 

pCLPN Lal KAD, P+I>D 


= 21P - 121(84 - 1010 p_;9q_10on_ pagar 
(p-a-n- DDI- 104 pj On-q+10p+9-1-: 


M p4q-n-COK) | 
* M. OO MOTO" (14.16) 


(bh) p+g=n, JE) (13.63) 给 出 
Ni 
My. e (2-1) Osa 10 lL NK), (14,17) 


其 中 oal NK 表示 Lo 天 的 4 维 体积 。 此 外 ， 利 用 关于 dl, 
的 表达 式 (12,38), JE HK 在 La-a Inj 上 的 投影 Kung ES f 
Ogala N K)dos as MIX ARE TK V CIO, 65 


{ 

| Talla (MOL, = V CK) | dL, a to 

Lg Ks PET ET] 

On- 0, 

— — o VY CK). (14,18) 
9 


= 


g-1 


266 


故 这 时 
m(Lp,Las LpNLaN KES) 


O, aet Ono On gui On-On_g V(K) 
> 


= n- Ogier. 
TA m1 an o 


(14,19 
(ME 
PUL pA la KAS, p+aqa=n) 


_ D14104, ,V CK) Fu 
"(-1M,.GIOM, (OK) * (14.20) 


例 (a) p=1, q-n- 1H. 
On- CK) 
p= FORM OKY (14,21) 
其 中 Pk) aps OK 的 面积 。 

chy PPR AERA, (14.21) 给 出 p = 1/n。 于 是 得 ， 和 一 个 球 
ei X85 AEE fo RAR ER Ad RR 1/1, 

(3) EDR METRE. CE AP ARK dH 
交 的 随 册子 空间 Ly do 1,2, 5,20, HABE rir mh 
2(h- in, K 

LN Lo De NL, KE 
ROBLES, 

RARES AN, MELODRAMA X. MRED 
HERE. Din ESE, 三 个 和 天 相交 的 平面 的 公共 点 在 关内 的 
概率 是 AV /M3， 


3. E, 里 的 Crofton 公式 


我 们 试 把 第 四 章 中 E, 里 的 两 个 经 典 的 Crofton 公式 推广 到 
EX. 
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BAR. i PLP HEAR CHEAT EE Be 
P,P. 在 C 上 的 坐标 。 若 dos. ARE PP BAT OC MHF AE 
WAT. ME PKC OGM dP, m da, Adti 3-Fi, 
EE P. 的 体 元 可 以 写 KR dP, =t" du, Adta H rm Ine ti 
Tj du, ,表示 对 应 于 G 的 方向 的 mn- 1 维 立 体 角 元 DD 。 于 是 

dP.AdP,=1" dG A dt, Adt,, (14,22) 


E ADAR P RBR, ES 
f. [uem aan os (14.23) 


Kibo 表示 天 在 C 上 的 弦 长 ， 就 得 


| g^*idGz 
ko 


其 中 Y 是 K 的 体积 。 
Crofton 5423 KBE, 的 这 个 淮 广 是 Hadwiger [269] 的 结果 
«28,337 D. EF UK 相交 的 直线 AE E LO 2/2 DIF 
448 4804.20), 0 :的 中 值 是 
E(ao"7!) - 


Bye, (14.24) 


mone DV 
zD G, 


更 一 般 地 ， 用 t ARROL DRAA (8$. LEBER p, 
就 得 关系 
214-7 nm- i)/n-a-i 四 (14.25) 
其 中 
(14.26) 
在 fn 和 jn LINE 类 似 第 四 章 中 所 给 出 的 对 于 E. 的 不 等 式 。 


O Wse-1 SRR Leg — R 
© Wa Fur, —— ŠK 
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Hadwiger[ 269 Tif B] Y 
F*m2n-10-2)35, 
其 中 等 号 只 适用 于 球体 。 
由 (14,25) 和 (14.26) 可 知 一 个 喇 集 的 两 点 间距 离 的 中 值 是 


21, +2 


(n+1)(n+2)V2° 
对 于 半径 为 及 的 三 维 球体 ， 经 直接 计算 可 得 


om+2 


E(r) = 


Im = m +2 
na=3 时 ， 已 经 知道 的 关于 /之 闻 的 不 等 式 有 
8l$-9a'1120, 4/5-5r0,20, 3! 22120, 
287) ~ S? m* I$ 0, nel: - 37770, 


Joh S RPE ER Hc EL POF aR Ok a E CLCS 8109, 


RH, 


D RAENT: Eins BOI, OR +D nm ?1,* Sm), MF 0— 
组 等 式 和 不 等 式 成 立 ， 

20, f,=0, f.&0, fK, fe a0, M5R, f.20, Kr Dr EEE 
”的 等 周 不 等 式 0 -28'sV 120, FREE, foe 0 RA uen mAs rolon AL 
(14.24), (07, -6V?, mi UBER SAEI PT UE, MER GT ERW, 
书 中 第 一 ,第 三 ,第 四 和 季 三 不 宫 式 就 是 SSO, f.«9, Jaso fm f >l, 而 书 中 和 销 二 

ABH EU EE 70 和 f,=0 得到。 
REI X — AIRE EUR ARIE Fae), s dE Fin 9. 


i 
| ! 
n | om 4, 
Pos 
EE. mis 
8 ml 0 .2m | . 
i Ar m~? 7 5 - $ 1 
. mc-n-1! 0? 
@ t nn NE 
i mas Les EN m+ sal 
B | 44-2. 2 a? . Mi A. n) a 
| | men 1.11 gi. 
u po un 
| 3 | mea 22 m 2m mt and 
4 In-? 2 mO? MO, f 0. 里 


ADO, Apes O Uy 
Anar = Ve Massa se bs 
Kb AR ER HSS UT Ra. MBN RAR, AH 
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SE. Ue 


角 公 式 。 其 次 ， 我 们 试 推广 Crofton AK C1, 23) 
nfl LE ART AR KAHN RT. RES A N i 


BE 
dL, ,AdL; = Mi (HK. (14,27) 
Ey kee 


Li kes 
我 们 计算 Hik Lae- O Pa -1 和 天 相交 的 超 平 PHE Lao 
Li... füHipen-i BTA C14.13),014.14),€14.15) CR. 


En, 
MOSQ Lita Ke gs 


‚een-] 
OUS n 
-10, y Maa QR. 
(14,28) 
Hae f S E, 


如 一 方面 ， 考虑 入 相交 但 其 交集 AGER 
4 o RRK 


a DIE 们 的 测度 ， 我 们 利用 公式 02.432. 
个 经 La- .的 摊 超 平面 之 问 的 角 ， 并 令 


由 E] 
a co =| Pisinr=co,- 14d, Ados, (14.23) 


则 所 求 测度 等 fe... (b)dL。，。， 其 中 积分 范围 是 一 切 在 关外 的 : 


工 、-。。 内 于 这 个 测度 和 (4.28) 之 和 必须 等 于 (14.27)， 我 们 得 
| $, (bd | 
L CAES 


0; 
= Mi OK) 5 SE 2 My OK), 


(14.30) 
就 是 n>2 时 Crofton 公式 到 的 推广 。n=2 的 款 已 经 在 : 
直接 讨论 了 。2 9) 的 值 如 下 ， 
ca) 7 一 1 为 贷 数 时 ， 


这 
To 
ni E 


第 站 


& HB ECA. 26), FR. 


— HA 
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im Bie, (n - 1)«(n-— 21) payers 
t 之 (1 — 3)ee(n —1 — 21) sin*-!-? $| 


— ons.” 
+ ESTEE , (14.31) 


(b) 7? 一] 为 奇数 时 ， 


2 - 1 
n-ıın-] 


$, (9) 二 一 


sin" ^! 


Rie (n — 2) *..(1n — 21) > on-l- 
+ > A ET AA 


n I Jede le 
T o(n-u)eees2e] $ | (14,32) 


公式 (14.30) 是 Sanialo( 565 AM. n- 3 时 ， 有 
Í (9? -— sin’p) dL, 22M*— (2??)F, (14.33) 
Lina#g 
这 是 Herglotz[ 51,306 的 结果 。 


4. 线性 子 空间 密度 之 闻 的 一 些 关 系 


ie O 为 图 定 点 (原点 )， 并 设 Lo to 为 经 过 O 〇 的 一 个 国定 o 维 
平面 。 设 Leo ARO MZ HORM, MELg+r>n, ee, 
La to) 门 上 ri0 RE AE EON +g- fg, AA Lrrg-n TE 
示 。 我 们 将 用 dL, con) C88 Leon 10 IE BD MALY) 103 
Leon o 作为 固定 的 La o 的 子 空间 的 密度 ) 之 积 来 表达 dlro. 
为 此 目的 ， 考 虑 下面 两 个 么 公正 交 动 标 : 

动 标 I 

(a) elyea,… , eria n KE La tor NLr tos 
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(DY engen LE Le ig) Be 

(c) eji, tm, One 补足 乏 模 正 交 动 标 1 SEX A. 

动 标 工 

(a) ©), 62, 2°, eria n TE Lao Nbr ois 

(b) ros “br AE AT Lio ih} n-q 维 平面 La. tof 
里 的 常 矢 ; 

(O b, bufE Loco, Bo UII er, m Er gon 一 起 构成 
Zato 里 的 一 个 么 模 正 交 标 架 。 

有 了 以 上 记号 之 后 ， 根 据 (12.27) 和 (12.3)， 就 有 


dLro= [Cerrar des) [Aéreas des), (04.34) 
| 


rh rff: 
a=1,2,*.,n—T; 1=1,2, +, +98; 
hertq-nc]l,w,r, (14.35) 
X EY EE E Imam. 
1818 (12.26), 我 们 有 
dLer:q-n1 = /\ Cersa, dea), (14,36) 
ask 
dLU so = N Crees dei), (14.37) 
teed 
4 
erta= 2) T + 2, DRM ss (14.387 
à k 


其 中 4 EFA 14.35) m k=r+1,r+2,.e,n 
由 于 DETER, (y e des) = 一 (e, *db,) -0, ix 


(e, jar de) = >, Urra pO, de). (14.397 
t 


(14.30 014.390), ERA R 
dL, , = Art "dL, e«q-a AE q-nco3s (14,40) 
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ih 
A=det(e,,.+*b,), (14,4312 


在 一 切 Lrioy 上 对 (4.40) 求 积 , 在 左边 得 型 已 知 的 全 (12 ,35)， 
Aid. 由 于 A 只 和 Lerrsgon! 有 Rs BN 对 于 N=>q, TT + 
4 一 于 利用 同一 个 公式 (12.35) 来 识 分 42 wo 。 其 结果 是 


O, Os aO 
[479 ean "0. 0. 0. - > (14.425 


其 中 积分 范围 是 一 切 Lvsr-m 。 
可 以 把 这 个 公式 写成 另 一 种 有 用 的 形式 .注意 dba = 
dL o( 第 十 二 章 ， 第 4 节 ) , 它 可 以 写成 
dL,..q a SUL, (14,43) 
因而 (14.42) 化 为 
On, Og 


J. Arte tabu = oO — 


E 1-7 r+q-n° 
(14.44) 
改变 记号 , Sr+a-n=N, In~x-a=v, n-a=5, RE 


On rt Ones 


-F F 
Óy, s iO. . (14.45) 


| 4xdLori = 
Gp, .—»5 


注意 行列 式 4 的 意义 ， 经 过 原点 O. Hose LA 正 交 
Rieles PERE RRE ee, ,es 所 张 成 的 变动 
HAD Lo. ii Ef. A=detCej,ep, Kr ısı.ı<p, 

试 考察 从 (14.40) 可 得 的 其 他 结果 。 竹 虑 因 定 的 Lors 和 一 个 
变动 的 LL. r+rg>n, Hex ARL N La. 的 一 点 ， 着 考虑 以 > 
为 始点 的 上 述 动 标 工 和 下。 为 了 应 用 (14.40)， 注 意 

dL, norm dLrio =d£L,.,,, 
do -= (dx0e,, Ar A (dxee,), 
于 是 
dL, = dl AN (dx*e,,,), Q-i,2,*5,n—Ff, 


(14. 46) 
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mn RS bah nn n+], DERAF L. Fi Lai fixe 
Li Migas» BA dreb, =0, Dimihca.as 得 


dxee,,.= X ursa (dx eb). (14.47) 
ai db ay I 


* 


/N (dx«e,,,) = /\ (dxeb,), karti,» n 
à 


(14, 48) 
TAL n= Mo A dreba, KARI 几 个 关系 和 
k 


(4.30, f 
dL, = ATI dhe yg n] AALS? q une (14.49) 
P PUL,  AAREF L gn = Le Leo fg RR, 就 有 


| FL dL, -| Ath dL, a m [Fast ETAPA 


(14,50) 
FO Bir E A Ee A. RAA. 43), 


ro! , 


[aurcs 一 [atem r-9) 


(14.51) 
又 把 (14.45) MAT Ner+a-n+1l, pen-q, v22n-r—a[ 
款 ， 就 得 
0,0, .0 


= CES _ 
Ure 270.0, 0 


r+G-n+! 


[arit nna (14.52) 


以 及 最 后 


| O40. Ou 
fra, - 57 on E [rus T40— 22d LV uu, 


Tri Or og nei 


n 1° 


(14.53) 
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公式 (14.44) 和 (14.53) 是 陈省身 [112] 的 工作 ， 

作为 (14,53) 的 一 个 应 用 ， 设 Ko STE Lao BHR, mé 
A BM, CAL. Kaze ek, CSF TUST oO SH, 
《14.53) 左 边 是 和 天 相交 的 一 切 上 ; 的 测度 。 于 是 根据 (134.2) ,就 
有 


One One, " 
N... GM (14.54) 


其 中 MS, 表示 作为 Er 的 凸 体 的 Ka 的 第 + 一 1 个 中 曲 率 积分 。 
《14.53) 右 边 的 积分 是 工 oo 里 一 切 和 天 相交 的 Lon 的 测度 。 
因此 ， 根 据 同一 个 公式 (14.2)， 就 有 


iq) 
| (4) AL 
L NK g+ 


ftig—R 
Og stt On_r-ı un 
~ (n— r)O. .q OR Mn (14.55) 


其 中 Mon EE Laoi DR Kh r+q—n-1 AF di 
率 积分 。 于 是 (14.53) 给 出 


OÖ + 00m. 
Mi OOO Maas (14,56) 


这 个 公式 应 当 和 (13.62)? 一 致 。 为 了 验证 这 一 点 ,只 须 利用 (1.22) 
中 0; 的 值 以 及 下 面 关 于 7? 函数 的 已 知性 质 ， 
T(z) = (zs—1)1, ror(z + 3) = 212% 12 DC). 
(14.57) 
5. 和 一 个 流 形 相交 的 线性 子 空间 


设 (x;e;) 为 变动 的 么 模 正 交 标 架 ， 并 设 L Ax, ee, ,er 
所 确定 的 > 维 平 在。 根据 (12.18)，L，;, 的 密度 是 


di, = Nos PN Shi nLASTEIQ,,n, 1=1,2,**,T. 
i aes 


(14.58) 
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BB = A (dee) (=r+l…n) ETEE F Le ra 
-r 维 平面 Lac ein (EX 的 体 元 dos «00. 外 积 
人 三 A (e;ede,) 


b. 3 
Ex 的 r 维 平面 的 体 元 。 故 有 (参看 (12.38)) 
aL, = do, OD Alla. (14,59) 


iM! Hint: E。 里 的 一 个 4 维 紧 致 可 微 流 形 ， 并 假定 它 是 逐 
段 ( 块 ) 光 滑 的 。 假 定 * + 4 关 n， 并 考虑 和 M? 有 交点 的 7 维和 平面 
MER. LLM ar ran EEE. MARA Ge). 
其 中 xc L,(|M*, if] Error, rs q— na Le NM ilz, BR NADO 
E. bau beau bn BEATAE ARA TL Cr oe lr gon 
b, ER MIE NAL, BERRA Em M ?相交 的 ; 
r 维 平面 ， 对 于 (14.59) 中 的 *， 可 以 假定 


r*Qq—a 
dx= Y) Ae 5 B,b,, (14.60) 
s—1 ir+1 


其 中 ALF 有 hx 是 一 次 微分 齐 式 . 于 是 


Urza = dxee, = > Bılbirerra), a=],2,-,n-r, 


bert 
(14.61) 
因而 . 


don_r(x) = , 入 | AB, k=T+],+.,n, 


(14,62) 
F h A=det(b, e, ,.) =der(cos®, pray M Prr Ml AE b, AE 
e... ZER f. 
Ex, dido... .COX LN MSIE dos (x) déc M 


的 体 元 ， 则 因 八 8; 是 M'ipss ECT LE Mtf nor Ajo, # 
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A B, A do. q iG = do G(X)» (14,63) 


Rx! 
FiimACOGA4.59). 04.822010 1.62) RA 
do, q (DAL, = Ado (x) 人 dL z1。 (14,64) 


注意 ， 
(a) Alu LAH FM 在 x 的 9 维 平 面 的 位 置 ， 但 与 * 
(b) 车 :+9-n=0， 公式 (14.64) 仍 然 正 确 、 并 化 为 
dL, = Adag(x) Adlyızı » r+g=n, (14.65) 
JR ecMO sem M* f a 维 体 元 。 对 一 切 和 MM” 相交 的 " 维 平 
面 求 Q4.64) 两 边 的 积分 ， 得 


| Organ MIN L AL, =co¿(M%), (14.66) 
L.nMÍ-^c 


其 中 
Adhere; 


RCE, Wb. BPH EM WARU 
直接 让 算 (14.56) 的 左边 ， 用 LO mata 表示 含 Ugq 在 内 多 2d 
HEE DU HY] mei. RENT 
Jom Ua n btt mann | (14.87) 

Bir HE AR aU Ham LIT. BOR UGH UDI o 表示 
MOB Lit SER, I Ugh Lilt AR m = 1 维 球 ， 其 半径 
RO _ ph). 因而 

Om Uy f LY +19 = a _ perO 10 
另 一 方面 ， 由 于 经 过 O 而 垂直 于 LS" "HU q+1-m ERA ERM 
Lite Ke odus m Ade, BRA 

digits = pt" CUA mA do AdLE mo . 
注意 
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1 

| py Udo = Do (02 20m) ts 

[d 
RA Grassmans HE Co. -mn 的 公式 (12.35)， 就 得 


om Ua Nhat dL 


mil 
| ^8 


_ 09409 Oms Om- 
Oo na mia * 


(14,68) 


q-m 


现在 问 到 ,里 的 一 般 上 ;的 情况 ,我 们 邻 公式 (14.55) 里 的 下 
PUN LS. 然后 应 用 该 公式 、 由 于 UESE- EE 
的 9+1 维 平 面 里 ， 我 们 用 4 代替 9+1， 然 后 令 (4.68) 中 的 
m-»-re-4-]-n, MER 


wn na roiv don. 
l NL Urea Ua LO dL, ~ O 0,0, 


和 C14.66) 比 较 ， 就 得 常数 6 的 值 。 代 入 (14.656)， 就 得 最 后 
结果 
r One Oq_7O 


Cogan MEDIDA = GGG Ie (P. 


INFE 


(14,69) 


值得 注意 的 是 ， 这 个 公 寺 适用 于 任意 常 曲 率 空间 ， 即 欧 氏 和 
非 欧 空间 ( 见 [561,565])。r+4=n 时 ，(C14.69) 化 为 
“On ra - 
N(M*="N£pdL, = Ca aM" '), 


a 
(14.70) 


RPN(M LOSeRA RM NL, 所 含 的 点 的 个 数 ， 
公式 (14.69? 包 括 大 量 的 特 款 。 我 们 指出 下 列 结果 。 
例 1 ”对 于 平面 ，n=2， 有 两 种 可 能 ， 
cr +=1，49=1。 这 MM! 是 则 线 ，01CM') 是 它 的 长 ， 而 0oCM? 
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NL) EMI 和 直线 Li 的 交点 数 。 公 式 (14.69) 化 为 (3.17) 。 

(b) r=T，4=2。 这 时 Ms arms 面积 是 0.CM?)。 被 积 
eO COP (LED aka MNAL 的 长 ， 因 测 (14.69) 和 (C3.6) 一 致 。 

例 2 H TENS 有 下 列 诸 款 : 

(a) +r=1，9=2。 荆 是 和 一 个 面积 的 f 为 固定 曲面 MM? 相 交 的 
直线 ， 面 C14.69) 化 为 


| NdL,- xF, (14.71) 
hy Mrz 


ch NBL, 和 M? 的 交点 数 。 
(b r=1，4= 3。 盖 是 和 一 个 固定 域 刀 相交 的 直线 。 若 ", # 
ARIEL, DIG, RE 


| cdL,-3aV, V=D 的 面积 。 (14.72) 
L npeov 


Ce) 7-22, G=1, L 为 和 长度 等 于 上 的 曲线 C 相交 的 平面 。 
这 时 有 

| NdL, = aL, (14,73) 
L NCHS 


HEN GE LHC 的 交点 数 。 我们 已 经 证 明 ， 这 个 公式 (14,73) 对 

于 逐 段 光滑 曲线 是 成 立 的 ， 但 它 对 于 任意 有 长 曲线 也 是 正确 的 。 
(d) r=2, ¢=2, L, 为 和 一 个 固定 曲面 M? 相交 的 平面 。 这 

时 (14.69) 给 出 

AdL, = (x*/2)F, (14,74) 


| 2 
LAM *0 


SARL OM E. FEM AR, 
White[721] 给 出 了 一 些 积分 公式 ， 这 些 公式 表达 了 经 过 一 个 
固定 点 的 平西 周一 个 昌 而 的 交 线 的 长 和 总 曲率 与 曲面 不 变量 之 向 
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Ce) 722, 023, L, BM—-TARSFTY BARD 相交 的 
平面 。 这 时 (4.69) 化 为 


o,dL,=2nV, (14.75) 


sss 


其 中 os 是 交集 上 L, 门 的 面积 ， : 
404.70404.73), AAMA L N KED = MRR, 
AYALA CRF MARIO A 
EG) = &GF/2M, E(0,) - 2nV/ M, (14,76) 


$93. iz ww"-"' 为 一 个 在 M" ERER n-1 FA. M 
《14.70) 可 以 推广 到 如 下 形状 的 积分 公式 ; 


HPP HM OL. sea, 0 为 常数 。 这 类 公式 可 用 来 证 明 


Stokes 公 式 
{ w=| dw 
am"? aro” 
《例如 Maak[ 37971] Horneffer! 312,313. D, 


6. 超 曲 面 与 线性 空间 

我 们 试 把 公式 (14.10) 推 广 到 一 个 不 限于 凸 的 体 Q 和 同 它 相 
交 的 变动 的 r 维 平面 ， 假 定 30 是 属于 C” 类 的 超 曲面 、 设 上 ; 为 网 
© 相交 的 7 Pia, MxeL, (90, kitani, 404,64) 
化 为 

do,_,(x) AdL, = Adoy_,(x) AdLr ia. (14,77) 

Pise, Pe -1 为 ?一 1 维 流 形 38 NL, FE x 的 主 曲 率 。 VA Z8,» 
“…IVon,} 乘 (14.77) 两 边 ， 并 对 一 切 变 量 值 求 积 ， 则 在 左边 ， 得 
到 积分 
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y MiraL,, 


其 积分 范围 是 一 切 令 1.00049 HL. 为 了 计算 右边 的 积分 ， 
PERSE HSK 1/on Ch = 1,2, r- DIAH 20 在 x 的 主 曲 率 1/R。 
G=l,2,e,n- DARE 5 PERE er M b: LIDO. 表示 
《因为 Euler 和 Meusnier 关于 曲面 的 经 典 定理 对 于 超 曲 面 也 以 一 种 
SUT Be, Wes. Bu. + 


{1/Prisve, V/pa JA=PO/R., 04,4), 


就 可 以 看 出 ， 对 于 一 切 经 过 x 的 上 :所 到 的 积分 [FdL, 1m RIA Ro. 


民 ,。,…,R,_， 有 关 。 直 接 计算 这 个 积分 看 来 是 困难 的 。 但 是 我 们 
qué, SPA ECET ABBA TIN EPR OIR > 
cee PRA (CI410)， 而 这个 局 部 结果 趟 会 受 aQ 的 整体 性 质 所 影 
Wf, AECA 100 EE Te RAR. STE RH Hee 属于 
C? 类 的 Q ， 可 以 写 出 公式 


| M GOn LL, 
Qi 


thy t 


On Sm On rOn, j 
"70. 90,0... N, (14,78) 


BO XH =1-1, My, = 0--， 而 (14.78)? 就 和 
《14.2) 一 致 。 对 于 任意 不 一 定 是 后 的 体 上 ， 利 用 (13.78)， 有 


Í xCON LAL, 
QnL, c 


.9 OS LO 
Un- ne + -r nTM, (20) 


e () 
n-2 n-T-! 
= o Me 00), (14.79) 
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Be M.00) =nW CO, (4.70% EJ PEA dE vh tk te 
Ws (ODHE, 3324000]. 


7. 注 记 
(OD Favard WESEN. PAD En 的 一 个 子 集 而 为 小 于 


nE. WAR)  ÆFavard 测度 的 定义 是 


0, 


M3 CA) = eru n au NOI Es -H dE x, 
s—k 


FERN CAN Lae) ARAN Lae 的 点 的 个 数 ( 可 能 无 限 大 )。 若 s 
和 2B, n>0, 0<s<n, mimz(A)=0, Wi dimA<s-— 1, 
可 以 证 明 下 面 公 式 ( 可 与 (14.69) 比 较 ) 


Mia) = pos 
O, 


x | meCAN Lak dL, kis. 


La— bt a Ar2 


Favard 测 度 的 性 质 , 它 和 其 他 测度 (Caratheodory , Hausdorff) 
的 和 关系， 以 及 它 和 维 数 的 关系 ， 在 Federer[174,175] 的 重要 论文 
中 有 论述 。 

(2) 支撑 一 个 凸 体 的 * 维 平面 集合 ， 设 w HE, 里 代表 一 切 方 
向 的 么 球面 上 的 一 个 点 集 。 设 关 为 己 。 里 一 个 凸 体 ， 取 天 的 撑 超 ， 
平面 中 ， 其 向 外 法 线 方向 落 在 w 里 的 那 一 部 分 ， 再 取 天 的 边界 点 
中 属于 至 少 一 个 这 样 撑 超 平面 的 那 一 部 分 ， 投 SCK :oo) 表 示 这 些 
点 的 集合 的 na - 1 维 面 积 . 若 B8 为 夭 球体 而 4 二 0, 则 SCK + AB; oE. 
含 4 的 一 个 多 项 式 , 其 系数 确定 的 所 谓 面 积 落 数 Ss-gq-1(K; 95, 
4=0,1,e,n-1. MPTH—-T u€U, A 唯一 的 具有 向 外 法 舌 
的 K+48 的 撑 超 平面 。 在 这 个 超 平面 里 ， 设 Calu, A 4 — E) Ar 
天 +48 有 公共 点 的 4 维 平 面 。 对 于 每 一 个 so 和 每 一 个 no, Y 

F¿(K yw, = (Cu (uEw, 0<A<m), 
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la Km. m) HF aCK e, n EWE, BT 4 维 平面 集合 的 不 变 测 
BE. Firey[193 j£ BH T 
lim (FCK sw, 0/9) = S__-q-1(K3@), 


Zo=U, MS». KU) =9We. (KE), FW CORE K HS 
9 十 1 截 测 积 分 。 因 此 ， 本 来 ( 除 一 个 常数 因子 外 ) 等 于 和 相交 的 
9+1 维 平面 的 测度 W qaa COBRAR E ZHE” K a 维 平面 的 
Am. 

(32) AF 维 粮 圆 而 的 一 个 积分 几何 公式 。 设 K 为 中 心 ER 
点 的 一 个 4 维 椭 图 面 ， Cn-* 表示 经 过 Es BEA 点 的 + 维 平面 所 构 
成 的 Grassmann 流 形 。Furstenberg 5j Tzkoni[ 2092] 给 出 了 公式 其 

Cnr MGa a-r) COnCK))” 
=| 0 feeKnLas dl» 


^ G8, ar 


Bm (Gs Lv) Je Grassman Hi E Grn- 的 测度 (12.35)，ohn 表示 有 
One = [D (n/25 (n/2) ET (0/25 (0/2)1*, 

这 个 公式 可 以 经 过 多 重 扩 张 以 得 到 关于 标志 流 形 @ , BIB) mp 

i£ LCL, Co CL, 所 构成 的 流 形 的 公式 。 有关 结果 见 Miles 

[421] 和 Cuggenheimer[259]。 

(4) 带 的 集合 。 忆 ,里 两 个 距离 为 a 的 平行 超 平面 之 间 的 部 分 
空间 叫做 带 ， a 叫做 它 的 宽 。 具 有 已 给 宽度 的 带 8 的 位 置 可 以 用 
居中 的 超 平 面 来 确定 ， 因 而 带 的 密度 和 超 平面 相同 ，4B=dp 作 
du„_,(12,40), 

WK AE, MS. XI FE TK, ER a/2H IS EK LL, 
让 曲率 积分 是 M。:(3K) + (O。_1/2)a(13,.55)， 故 


m(B; BK 2) =My_.(0K) + (04.,/2)a, 
(14.79a) 


O flag manifold, 一 一 译 者 
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X Küwedgera^,WDUS 
m(B,BDK) = (Q0,.,/2)4— M,_,(@@K), 

WKN AS Do PM, WEM, (OK) = (04/2) Do. iE 
Kum, KOK. DUET Bog BS MRE ATED Fir 
带 B8 的 序列 ， 各 和 带 词 的 距离 为 Do( 图 5.3) 然 后 把 连同 K; 在 内 的 Ko 
随机 地 放 在 空间 里 ， 申 于 Ko 总 要 和 唯一 的 一 个 带 8 相 交 ， 而 且 我 
们 知道 每 一 个 直径 等 于 D 的 凸 集 是 一 -个 常 宽 为 D. 的 集 的 子 集 
[63 ,第 130 页 ]， 所 以 得 以 下 结论 : 

设 En 里 有 一 组 平行 带 ， 带 宽 为 a4， 各 带 间 距离 为 Do， 而 把 
-ABK Aiei, KEDD NK, 和 其 中 一 
REPE PR 

2M,-2(@0K,)+0,-,a 

P= Outre u 

特殊 地 ， 若 a = 0， 则 
2M, ¿(OK ) 
P= OL Dy 
而 车 ,是 一 条 长 度 为 b 的 线段 ， 则 
20 nd 

P= (n2 D) 0 D * 

这 些 公式 把 经 典 的 Buffon 针 问题 (第 五 章 ,第 2 HETIL, 
B— Art WM Stokal 649 FH Ambarcumjan[ 11], 

O SFASSA ie. (2) 由 (14.1) 和 (14.73) , AR 
车 一 个 已 给 凸 多 面体 被 随机 平面 截 成 多 边 形 ， 这 些 多 边 形 顶点 数 
的 平均 值 是 EG) = TEL 1， 其 中 好 是 中 曲率 积分 而 二 是 多 面体 的 
楼 的 总 长 。 

O ROMS MME, AC=l,— ,NN) 是 它 的 顶点 数 。 设 9， 
dn OO (EA, 的 内 立体 角 。 经 过 A 的 一 条 直线 车 和 @Q@ 只 有 公共 点 


T 原 书 作 a 小 于 瓜 的 直径 。 一 一 译 考 
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Ai, BOMBEO Sh EAR. 显然， 经 过 4; 的 一 条 随机 直线 在 & 外 
的 概率 是 1- /2r。@ 在 一 个 平面 已 上 的 垂直 投影 是 一 个 ew 
形 ， 其 顶点 数 等 于 经 过 Aim 而 垂直 于 EE 的 外 直线 数 。 这 样 ，Q 在 
一 个 随机 平面 上 的 尼 直 投影 多 边 形 的 顶点 数 期 望 值 吓 


x 
Ew)=N- (0/22) >) oi. 


Ri PEAR YT BPHE.ORLD42D. 

(6) 关于 空间 曲线 的 积分 公式 。 我 们 叙述 [481] 所 À 得 的 关 
于 2s 里 的 曲线 的 一 些 结果 ， 

RAL BHA MER, EN, BTC EX, A 
尖 点 或 重点 。 对 于 每 条 直线 CG， 设 4(C) 表 示 G 受 到 大 的 环绕 数 (了 
环绕 4 的 次 数 )， 而 对 于 每 个 平面 ， 设 P,,P,, 表示 mr 的 
Rae SCP Pi) AP BP BES, tp ERER HRAB CE 
曲线 在 ;的 切 矢 和 定向 平面 上 上 两 个 右 旋 矢量 构成 右手 系 ， 赠 交 
点 数 为 +1， 否 则 为 一 1)。Pohl 证 明了 积分 公式 


x[1*ac - _ (Sree tp tp RE. (14.80) 


其 中 左边 积分 范围 是 5: 的 一 切 直 线 而 右边 积分 范围 是 的 一 切 平 
m. 

《14.80) 在 边 可 以 按 以 下 方法 写成 另 一 形状 。 对 TTEIH 
FAURE P,0, RM P #0 & Re =e(P,0) 和 距离 7r(P,Q)。. 设 
(P) COMRERIAEP OWN, MO» CRRA), e), 
EQ), e). BT, DERIO OREO) e) AA E 
ZAR. Bd RACE Hir 

di = = r"!costsino psind gds(P) A ds(Q), (14,81: 
在 这 里 ， 我 们 假定 了 式 中 各 量 有 确定 值 ， 而 这 条 件 不 满足 时 ， 令 
d/ = 0， 于 是 


D “有 向 ”是 译 者 所 加 。 一 一 译 者 


285 


- (Ere PoE aa | rate 04.80 


Pohl 的 另 一 个 积分 公式 是 


2L | dl, (14.83) 
rxr 
其 中 工 是 了 的 长 。 
对 于 平面 曲线 ，(14.81) 和 (14.82) 给 出 
al waP= | rd], (14.84) 
Bo rxr 


Hr dPRE E Mica  P HET SE MATER PRE). 
这 些 公式 都 可 推广 到 En[481]。 

作为 练习 ， 证 明 dí = dG*(12.72)。 

(7) 空间 曲线 的 环绕 数 人 。 设 人 ,7 为 E, 里 两 条 没有 公共 点 
的 属于 C1 类 的 有 向 闭 曲线 。 假 定 人 是 一 个 单 连 通则 面 DD 的 边界 ， 
并 规定 D AE MIE ENT 的 正 向 相配 。D 入 的 交点 数 岂 做 环线 
数 上 CT, 下)， 它 是 一 个 整数 .为 了 给 出 关于 环线 数 的 一 个 积分 公 
RK, HFE-HAPET,ET, HAP AJO MZ e, EH du, 
表示 乏 球 面 0。 上 对 应 于 矢量 e 的 方向 的 面 元 。 这 样 就 可 以 证 明 ， 
L 可 用 下 面 的 Gauss 积 分 确定 : 


LOT T'>= (1/40) MN (14.85) 


设 std), St COMER I EP, H LR. A 
过 简单 计算 可 知 (14.85) 右 边 可 以 写成 


LOT, [>= 3/42] r7! (et, t, )ds, Ads,, 
Pxrt* 


(14,86) 


O Linking number? , — i& x 
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Fithds, ,ds,fkrk al T EP, O MAT, Mi Cet, t, 0 表示 矢量 
et, HERUM, 

Calugareanu[ 77—79 RH IA. #2, LU OB 
ELAR ARE SFR, MI 距离 为 s( 适 尖 地 给 了 这 
条 曲线 的 定义 ) 并 令 e 一 0， 这 样 ， 若 工 属于 C 类 而 且 有 不 等 于 零 的 
曲率 ， 他 发 现 


a/40|.. da, + arm | rds = SL) (14.87) 


是 一 个 整数 ， 其 中 为 了 的 挠 率 。 整 数 SLI MGT I B AK. 

Pohl[ 48374 HH T Calugareanu 公式 一 个 简化 的 证 明 以 及 它 有 
关 的 拓 扩 问题 。White[7207 把 这 些 结果 推广 到 高 维 空间 里 可 微 流 
Xm T AE. 

(8) Banchoff 5 Pohl 等 周 不 等 式 。 第 五 章 第 5 节 }1 里 的 
Banchoff 与 Pohl 不 等 式 可 以 推广 到 任意 维 数 和 余 维 数 ， 设 M 为 En 
里 -个 紧 致 m 维 有 启 流 形 . 设 P,, PAM = CP, PORA 
由 P, 到 Ps 的 续 长 。 设 4P,,dPs 依 次 为 M 上 在 P,P 的 体 元 。 这 样 ， 
Banchoff 5 Pobl 20] 得 到 了 不 等 式 


Í r-"*14P, AdP, — (| +m) Ong ma HAL gem 20 
Mx id 


其 中 和 4 是 Ln-m-! 受 总 的 环绕 数 ，Cm,n 是 一 个 常数 COmon = Kamer 
Kmemiskmins FEB =m? POG + 1/2)T(G 7 m)/2)), 
SOPRA NA EE, —U)n- m- 1 维 平面 。 等 号 只 在 下 列 的 款 
poor, MEUNIER 面 ， 或 者 (= 1)2 它 是 一 个 
BULBS, FAME ERR. ; 

_ 最 后 的 积分 

D metri, — EÑ 
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A(M) = Cmnf La a 


有 下 列 性 质 ，(a》n= m+ ilb, ACUDA MPA RATA, 0) 
车 MCEsCBs， 则 MM 无 论 作 为 E 或 作为 En t TUE, AGDE 
相同 。(Ce》ACM) 具 有 所 谓 的 再 生性 ， 

[ACM NL gL = bmn AM), 


其 中 bn 是 常数 。 细 节 和 其 他 类 似 结 果 必 1L20]。 

(9) RUB AMBRE. BEM rs 里 一 个 ( 设 有 边界 的 ) n AES 
致 可 微波 形 。 对 于 每 一 点 PE M"， 取 在 了 的 第 a 切 纤 维 ， 即 矢量 
8/2x,,-.,0/20x,, 0%/9x?,92/9x,9x,,... ,02/0x53 2%/9xf,0..,a%/ 
ax’ 所 张 成 的 平面 ， 其 中 Pi BA, TA 


KMD =O - |, nt ECC quc ， 
tn Z£a—! 


Bxi<r<n+N-1, pEn+N- 1, ji M'HE ro WS 
绝对 曲率 定义 如 下 : 

(2) 1Sr 委 5 的 款 。 设 0 为 Eur 的 壕 定 点 ， 并 取 一 个 经 过 0 
的 n+ 信 一 + 维 平面 Larw-r toro EA Enix 里 含 在 某 个 纤维 内 
而 经 过 纤维 基点 的? HEEL. HRA. RE De Laine io 是 
一 个 在 Ln+w-r ro PARU A SER, Kir AE 0 m rp en-r(ne ND, 
EAN Lace tor) AXI TEVE PUB ES A 上 wyw-r MFH 
维 数 ， 若 6 =0， 则 4 表示 人 和 上 nyw-r tol 的 交点 个 数 :， OO) dX 
们 令 & = 0。 这 样 ， 对 于 一 切 Luww-rto 的 测度 /的 中 值 就 叫做 Ex 
里 的 AM "的 第 > 个 9 险 全 绝对 曲率 ， 利 用 (12.35)， 这 就 是 
Kt, (M*)=2 Quen eran 


Oy ov Onan- -1 
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x | BO, Lacus tot Lance tol. 
Gary 


注意 右边 的 系数 可 代 DIL Oy Osa nig en Onen- 而且 它 
书 {(12.352 相 差 一 个 因子 2, AARNE 1+N -r 8 
TE, 

(b) or&n+ N — js. 现在 不 考虑 含 在 某 第 9 切 纤维 内 
PLEA, MESES DAREN TOA Lerner tor EX 
的 上 ,集合 。 同 上面 一 样 ， 用 个 , 表示 这 个 集合 ， 而 把 那 同一 个 中 
fg RUE M * 和 的 第 :+ 个 9 阶 全 绝对 曲率 ,这 时 站 门 Ln-r toy 的 维 是 
Ê=rp+n-r(in+N), 

我 们 考虑 一 些 特 款 : 

(a) nz N, =), 4=1 的 款 有 如 下 的 几何 解释 。 设 5 E 
示 中 心 在 Hn- LEAR, Bebe ro 为 经 过 O 而 平行 于 M' 在 
P(E MS gs RIT «fio n 维 平面 。 交 和 集 0or- N La ter EUn 的 
~An EK. BU -的 对 极点 粘 合 ， 就 得 到 2n ~ 1 维 椭圆 空 
BP) MERU N La tor Pon ,里 -一 个 nn 参数 n- 13ER 
HM HC. osos. Eye Poo. Mren- DEMO... 中 经 过 P 
Bn- 1 维 平面 的 个 数 ， Ven Pos EA ENV RARO HA 
Mb BEE OB E do... AP, dE y 的 体 元 而 

MAP TEMA SS E VEL EE CE 第 十 七 章 ， 第 3 节 ) .这 样 ， 
m 曲率 显然 等 于 
KY yates "o |, Van- Loni (0). 


22—17P24—1 


n=2, N=2, rit, BMRA P. 里 的 一 个 线 汇 Ci， 而 在 
一 定 意义 下 ， 上 述 两 曲率 就 是 线 汇 C1 的 平均 “ 阶 ”" 和 平均 “级 ” 

(b r=m+A -II 时， 所 得 曲率 就 是 陈省身 与 Lashof[116] 质 
给 了 定义 的 曲率 。 

(co) 曲线 的 款 ，n=1}。 对 于 向 线 ，n = 1， 有 两 种 可 能 ， 0 = 
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N, r=iMopo=i, r= Nl p= Sh, r= iit, HAP H RE 


KY y CM) = A | vVidLy to， 
On Jey, 


Fete EEr EAE ERM EN PEPE PY RT Du tm IE 32 
HARA. EEGs E ARRU adL iw JEU AIC ee, 
ew 是 MI 的 主 法 矢 ， 不 难看 出 ， 最 后 方程 右边 . 除 一 个 因子 1/7 外 ， 
SF Rim e a 0 (3= MPM RBRO WK. Ai, Sina 
MON ARAL, #107H)), W 


l 
key ul | iewids, 


RI FERA ANR, ERRER, 
feo=1, ro NN 的 有 款 ， 有 岂 率 


1 
Kee ae | vudL, m, 


Ha EEs PBEM SEA UIS fa CY Lo ro 的 超 平面 Ly 的 个 
数 。 最 后 的 方程 右边 ， 除 因子 1/7 外 ， 等 于 曲线 e1(s) CM' 的 球面 
ZORI K. Bib. ARME, A 


1 
Kg) = f ids. 


如 果 我 们 考虑 到 ， 对 于 每 个 方 向 上 toy ， 至 少 有 两 个 超 平面 
Lui MFD MEA FL "0 ， 就 可 知 中 值 KAA 兰 2， 因而 


f ‚In |ds >27, 
yY 


而 这 就 是 一 个 经 典 的 Fenchel 不 等 式 [187]。 若 3E 直 于 任意 方向 
Lyin 诗 少 有 四 个 超 平面 经 过 M 的 一 条 切线 (Es 里 有 结 曲线 就 是 
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| In. lds>4n, 


而 这 是 Firy[168] 的 结果 。 关 于 细节 和 补充 见 [588 ,590,591]。 
Slavskii[614] 得 到 与 此 有 关 的 一 些 结果 . 

RM’ HE, 里 的 一 个 维 可 微 紧 致 流 形 ， 它 包围 在 一 个 半径 
等 于 7 的 球 内 ,一 个 问题 是 ， 求 M ”的 面积 和 它 的 全 绝对 曲率 之 
间 的 不 等 式 。 例 如 7n 一 3，4=2 时 ， 就 有 也 (4/7)r?K， 其 路 是 
M? 的 面积 而 上 是 它 的 金 绝对 曲率 (Gauss 曲率 )。 这 个 不 等 式 是 
Firy[1693] 的 结果 。 与 此 有 关 ， 参 看 [96,97]。 
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第 十 五 章 E, 里 的 运动 密度 


1. 关于 密度 的 公式 


在 第 十 二 童 的 第 1 节 里 ,我 们 给 出 了 上 .里 运动 群 的 体 元 定义 . 
SUE, 我们 考察 正常 运动 群 的 细节 ， 正 常 运 动 群 就 是 运动 群 7 
=ax+b， 其 中 a EX, mMmAdera= +i. fu E DAR. iX 
个 群 的 运动 密度 将 用 dk 表示 ， 它 的 公式 是 

aK = No Nun; (15.1) 
Hifow;=dr.e, wf, =e - de, = -ep /de;j(1,1,h 1,2,%,m) 
(2.32. 

Hide Avo, 8 1,2, MER ,在 点 * 的 体 元 ,dK cui 

示 绕 x 的 正常 竺 动 群 ( 和 S50(n) 同 构 ) 的 运动 密度 ,就 有 《12.13) 


dK =dP A dk TIP (15.2) 


注意 dKiz 和 d9t p25 02,70 D ERA FR. EM 
DU FIN coi AY 6 OU EE AE 76 Pe oh PE AI BE SAL FS. 

ix M* 为 固定 9 维 流 形 ，MM" 为 作 运 动 的 上 维 流 形 ， 它们 都 
假定 是 逐 段 光滑 而 属于 O'R, FARK A ARE (MOR 
AM), katran EEE M'OM'z zi MO X. 
xEM 站 M 7， 并 选取 正 交 勾 矢 ees,…,es， 使 其 中 el:es,- 

2.+9-n WM? OM” HAD, eq nue, 和 AM FAB). br. 
b. BIE ZAR, du Hoe Cart tras Po bas TE x 张 成 
M° 的 5 维 切 平面 ， 由 于 ve M*. BAA 


o 原文 这 里 用 的 记 妇 是 QM zis 指 (12.7) 疏 。 一 一 译 痢 
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rt. a-r 


dx= > apep + > Bibs, (15,3) 


ki 5 


Kha, E FR 


en = dx > Coan = Y Bi Cbs Crshs h=1,2,-,n—1, (15.4) 
$ei 
itu 


A den m AN fs, (15.5) 
Aet ji 
LE 
A= |b; < en) Gh=i.2,ee nr), (15.6) 


PAR A BiG =o n- Me 上 在 与 MenAM* 正 交 的 


n- 维 切 平面 方向 的 4 一 维 体 元 ， 因 此 ， 车 用 does, ORR 
Mr NM' 在 x 的 体 元 ， 则 可 令 


rra) A fais dog), (15.7) 


其 中 do, DEM’! TE x ff a 维 体 元 。 
男 一 方面 ， 外 积 Ad A Ao" EM TE x li foc. BA 
da, g-a (x) Ao, Ave Ao, $015.5), WEE RICIS 22, A 


do,.g-n(x) Na; = Ado g(x) Ada,(x). (15.8) 
tom] 


FEE LL dk rz = /\ in G<khyp,h=1,2,*,0), TRE 


do, ¿gon (OAK = Ado, (x) Ado,(x) AdK 151. 15.9 
这 是 和 (14.64) 类 似 的 很 有 用 的 微分 公式 。 当 -+4-nm=0 时 我 


们 有 
AK = Ado, Ado,(x) A dK lado (5.10) 


注意 4 AMATER eren 85 h,= 1,200, N, AS 
角 而 与 x 点 无 关 。 


下 面 是 男 一 个 重要 的 微分 公式 。 设 La ARs ii we, 
ey Brsk pelo ^ BOE. HA 


dL, Au en (02 1,2,1, hs t,koh+1,-,1), 
; le 


7 | (15.117 
设 4K* 表 示 上 ;里 的 运动 密度 ， 即 


= Nor Nom j,5,m=1,2,",h, (15.125 


scm 


HE AUS RREBET L; 的 n-h 维 平面 里 绕 * 的 运动 密谋 
〈 按 (12.77 所 给 定 的 转动 密度 )， 则 


= Nois, 1,k=h+1,e,n, (15,13) 
<i 
由 (15.1?， (15.11), (15.12), (15.13) nf f 
dK =dLy /\dk* /\dK*=+, (15.14) 


这 些 用 于 “= 1,2,…,n- 1。 我们 用 了 记号 LIR 表示 Ls ARE 
是 “有 向 的 ”， 因 而 当 积 分 (15.,14) 右 边 时 ， 将 出 现 因子 2 。 
我 们 贸 给 读者 兴 证 明 类 似 (15.14) 的 下 述 公式 。 设 La co DR 
过 DD 的 维 平 面 ， 它 平行 于 (x,e,, ve, en) MBA h AE ii, TE 
Ls.» ti 为 经 过 0 而 垂直 于 上 nim 的 n+ SEE. Mi 
dK = Lim Adk* Au dKe-*, (15,157 
其 中 dK* LA "依次 表示 在 La os M Lacs cor ENTE 
2. fFRo,.,-.MOMoOMRD 
MFM’ 的 一 切 位置 对 (15.9) 积 分 ， 得 
Org (MIN MUAK =co¿IMt)o. (M5), 
(15,16) 


其 中 。 是 一 个 常数 (与 x 无关 ， 与 流 形 MI MO MAR) ERE 
于 维 数 4 与 1+， 并 且 为 
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[u OM" oe 


MAE. LERSE x h M 的 位 置 。 为 了 计算 “， 
假设 M' 是 r APE L, 里 的 一 个 有 界 域 。 由 (15.14) 可 得 


| Ovso-n (MI 1 M')dLt* AdK* AdK ti? 
Montes 


=¢0, (M130 M"), (15.17) 
其 中 我 们 可 以 令 dK* 2dP^ AdK*,,, ra dP* Wl BL, Ex (e 
元 FL. 和 x 固定 并 应 用 (12.107， 记 住 右边 须 除 以 2 ， 就 得 


[ax ts = O.., Oi, fax pP = On-r-i eee), €15,18) 


其 中 积分 范围 都 是 绕 x My — 0) M eB. Ed IP "的 积分 (Lv 
后 定时 ) 是 体积 o.CM")， 故 (15.17) 化 为 


O, O10, LL eO, | Oyeg-n CM! NM")dL* 


M* nu" ag 
= c0, (M*), (15.19) 
于 是 应 用 (14.69)， 就 得 c = O0,-.0,0.,, 4,(0,04)5^*, 而 最 
后 结果 是 
| Oe. MN MNAK 
A nut »2 

= nr OO rein o (M yo, (CM r) (15.20) 

0,0, 
Mr+g-n=08, Orig- MINM” ) 表 示 MIO MHRA 

数 ， 这 时 (15.207 可 以 写成 


N(M” QM” dK 


Ju Aa we 


Og «O40, 
0,0, 


SAMOA MOD. 15.210) 
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多 个 动 流 形 的 情况 。 设 M" 为 En 里 固定 9 维 流 形 ， 并 考虑 
个 动 流 形 Mti Mri, HARRIE ete, Bogen 
tee try—nhDo, 3H dK: 表示 MU 的 运动 密度 ， 通 过 A 
B. RIER 


[rio picar NM N N MDAKA m AK, 


_ 0,40) *Oq +T) +m+r,-nh 
~ 0,0, +O, | 
x OCM" do, (MT i50, MT), (15.22) 


其 中 积分 范围 是 令 Msn MO NOMS B VL Mts 的 位 
置 。 

考虑 运动 中 的 超 球 面 的 款 是 有 意义 的 ， 设 妆 =mm= ru 
n-i, FEE PM”: 是 半径 等 于 R 的 超标 面 了 2,。 可 以 取 超 球面 
的 中 心 P: 为 各 动 标 原 点 。 于 是 由 dk.=dP,AdK, iz} 并 由 于 
dK rz 的 积分 等 于 Dn-1-…O1C]2.10)， 得 


[oan Qt NEN NZ) dP AGP A AAP, 


= Diapo (Mt), (15.23) 
Og 


这 个 公式 适用 于 1 = 1,2.。…:q9、 当 A=9g 时 ， 被 积 函 数 
MINEN NAD EMIS ns» nz, 
的 交点 数 ， 可 以 用 人 N19 表示 ， 而 (15.23) 变 成 
[NedP,A we AAP, 
= (201/0 ) Rt'*7 Uo (MV), (15.24) 
其 中 积分 范围 是 整个 空间 Enx Enx xa PAF, A4 
296 


MNANE N= NZ = SH, N 2.90. TEER x. 
(3) n=2, 4=1, XH Mi 是 平面 上 一 条 曲线 而 (15.24) 化 为 


[mar, =4LR, 


其 中 上 表示 Mi 的 长 。 
(b) n=3,，4=1。 这 时 M' 是 三 维 空间 的 曲线 而 (5.24) 化 
为 


[mar, = 2nR2L, 


我 们 假定 了 M' 是 逐 段 光 滑 而 属于 OC 的 流 形 。 反 过 来 ， 可 
以 利用 (15.24)? 来 得 到 En E— MIES M f a 维 测度 0 COM *) 
MEX, MERA 


Ó 
Ta CM?) = 00| Nn ad Pi A re AdPa, (15.25) 


只 要 右边 积分 存在 。 应 用 积分 儿 何 来 给 出 闭 联 集 的 4 维 测度 的 有 
Foderer{ 174,175], Hadwiger[274], Nóbeling[452, 453], Sa- 
ntaló[ 55971 Maak[ 380] (Hi, Federer 的 书 [17s])。 

营 性 " 是 单位 长 线段 (r=1) 而 M"-” E&T E. 的 一 个 区 域 
内 ， 则 按照 15,21)，M!NM"-! 中 交点 数 的 期 望 值 是 EN) = 
(Q,/xO, )0,.,CM**')/V, Kulle 与 Reich 350] 曾经 用 这 个 公 
式 来 给 出 一 个 超 曲 面 的 面积 定义 。 


3. 一 个 微分 公式 


积分 几何 中 一 个 最 重要 的 结果 是 所 谓 的 基本 公式 ， 在 第 7 章 
中 ， 我 们 已 经 看 到 它 在 平面 的 款 。 在 这 里 ， 我 们 的 目的 是 把 它 排 
广 到 nn 维 欧 氏 空 间 。 我 们 在 下 敬 将 给 出 Cherna( 陈 省 身 )[108] 的 证 
明 ， 它 是 Blaschke 对 n= 3 的 #k 证明 [42] 的 推广 (参见 L586 了 )。 
但 我 们 首先 要 证 明 一 个 有 趣 的 微分 公式 。 
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KS, AS, HE, ga Blei, TAMBO HEUS FC 
E. BES, 固定 而 S, 在 运动 、 其 运动 密度 是 dK，,。 考 虑 So 门人 5 
Æna 维 流 形 时 的 5S 的 一 个 一 般 位 置 。 设 xE SONS, FGI 
al B(x se, ce end, Hifi eeu en gk SOUS, 的 

-2 UER, Men BES) E x ORALE R- EZ 
Fee, -ev RRES fex IRAE A, du Arse, es, 
e. COEL x ARH BTS BIE AR. aan | 
dK,= /\ (dx - e) 人 (de cep, — td hm t2, mnl, 
' (15,26) 

由 于 我 们 总 是 考虑 密度 的 绝对 值 ， 符 号 问题 不 存在 。 和 作为 定 
义 ， 我 们 令 S, 上 的 运动 密度 ( 即 标 架 集合 Gies ene.) 的 密 
度 ， 其 中 e, ES, 的 么 法 矢 ) 为 


AG eo Ateos > de;) Sh, 1,2, m ,n— d, 


hel 
(15.27) 
因而 
dk, =dT,A (dx * 6,2 A (de, M en) A» A (des; * 93). 
(15.28) 


与 此 类 似 ，S。 上 的 运动 密度 ( 即 和 5S。 HUN en 
en-zyenr_lies) 的 密度 ) 的 定义 是 


dT, = A ax ve.) /\ (ex + dej) A (dx es- 


i<j 
A de, - e, 0 Ar ACle, + ei), (15.29) 
其 中 下 标 4.12 1 2 一 2， | 
E SONS, 上 的 运动 密度 ( 即 附着 于 SNS: 的 标 AR OX essen, 
en-2) 的 密度 ) 是 


ay A as. M €i) /\ ten - dej), 1,h,7 = 1,2, **,1n- Ze 


ES] 
(15,30) . 
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于 是 IT, 可 以 写成 
dT,zdT,, A (x e enmi) A Cde, «e )) A A Cdeg-g 6, D. 
(15.31) 
Wt 6 we, 和 es 之 间 的 角 . 在 es* 和 es. 所 确定 的 垂直 于 
SoS, 的 平面 上 ， 
€, =sin de,_, + cos Pe,, €,_,= cos $e, ., —sin $e,, 
(15.32) 
Km dx . e, =sin p(dx -e',.,) + cos p(dx e,), 
de; - e, = sin $(de; - e,_,) + cos (de; - 23-1), 
12],2,5, n—2, 
de,.,- e, = -dp-e,_, - dei, (15.33) 
HUTeQuERCTS.. Kdxr.e,=0, XAFS, A M € igi 
in. HERE ES 的 位 置 无 关 ， 因 而 
de, -e,= —e, +. de, =0, des, -e, =0, 
于 是 ， 若 不 计较 符号 ， 由 (15.28)，(15.33) 可 得 
dK,=sin"-ipdp AdT, A (dx «eL D) A (de, - €.) 


Ar Aden. 06,1), (15.34) 
BIT RAMH, DH OIS.3D, MA 
d7 \dK, = sin" iod AdT, AdTX, (15,35) 


这 就 是 所 要 求 的 公式 .注意 对 于 一 切 令 S56 几 5 天 名 的 S ,立身 积分 ， 
就 得 关于 ?=9=n-1 的 款 的 (15.20)。 
4. 运动 基本 公式 

现在 可 以 按照 陈省身 的 方法 来 证 明和 运动 基本 公式 了 。 RD. 
D, Aj E. 的 两 个 域 ， 假 定 其 边界 为 属于 C 类 的 超 曲面 Do, 2D,, 
假定 D, MEME D, 作 运 动 ， 还 假定 D A D, 有 下 面 的 性 质 ， 
对 于 局 ,的 一 切 位 置 ， 交 集 DND FARE DR. RH À 
用 dK, 表示 D, 的 运动 密度 ， 而 MOM 依次 是 3D。 和 3D, 的 第 
i 个 中 曲率 积分 ， 则 Es 里 的 运动 主要 公式 是 
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| x(D,N DOdK, 
DoD" 
= OyenOg-a[ On (DV, +0,_,x(D DV) 


s—2 
I Ñ MM! | 5 
+= i (,,, £M aca j» (15.36) 


其 中 x 表示 Enler-Poincare zr tif Vo Vi f AD 的 体 
A. 
为 了 证 明 (15.36)， 我 们 用 到 (13.38)， 即 
LCD NDD = A/On-DMn- ADN DD, (15.37) 
其 中 M,LOOXS0 DJ 9(DQDOff R m $ nm EB. 边界 
9(D( DOR & ARAH diii 9D, D, 和 D NID, ENED, 
(12D, 里 相 过 ,而 2D, 9D, Men ~ 2 维 楼 (曲面 ) 所 构成 。 我 们 有 
M n~ NDD =M p OD ND: + Mo (DN ID) 
+ Ms (¿DN 9D), (15.38) 
右边 最 后 项 对 应 于 AD, ID, 的 一 些 法 线 的 球面 象 ， 这 些 法 
线 都 是 在 AD, aD, 的 点 处 ，9D。 和 3D1 的 向 外 法 线 所 作 的 角 中 . 
为 了 计算 这 个 球面 象 的 体积 ， 我 们 采用 上 节 记 号 并 进行 如 下 。 设 
en Me, RKA ID, MID, MALER, HA ”zw 表示 它们 夹 角 的 
二 等 分 线 方向 的 两 个 缘 矢 。 设 由 为 ewes 间 的 角 ， 则 


es = (cos © Jø- sin ($-)u. e, = (cos © je + (sin 2) w, 


(1 .39) 

因而 
o=[2c0s($/2)] (e, +e.), w-[2sin($/2)] Ce, — en). 
(15.40) 


设 * 为 es Me, 之 间 的 么 变 和 撩 。 设 4 表示 和 5 之 向 的 角 ， 
面 且 对 于 - 6/2<0<6/2, FARN 确定 于 


Č = cos ap + sin aw, = —sinuv+cosew, (15,41) 


$00 


ZB Ve 上 对 应 于 方向 的 体 元 是 
du,_; = (d£ “edA (dg . e,) Neon A (d£ . e,-,) Ada 


n—2 


= /\ [eos a(de + ej) + sin a(de + e;) ida, (15.42) 


dcl 


H1 (15,40) 78 


cos 0(ds - ej) + sin a(dw + e,) 


= sin($/2 — 0) (aee) + sin (9/2 +) de «ed, (15,13) 


sin($) zin( d 
因而 
号 一 2 
_ 1 |. fo \ 
du, ,- sin*-*(5 A | sin E - a (den . €) 
+ sin(® + acie, . e) | Ada. (15,44) 


在 zx 点 引进 2D, EE A LR 0 en, BAD, ER 
EDR AWS O e.o. RITA 


3—1 a! 
ej = > Ci, Uy = > ÍA (i= 1,2,-.,n—2), 
a=] he} 


enai = SP eia m Deiner. (15.45) | 
BUT AU {ee}, AO TAL MERA, HRM 
《cin) 都 是 正 交 方 阵 ， 因 此 ， 


s—2 


a-] 
un = Deine, OL Deine; HO neh (15.46) 
i =] 


i=] 


根据 En 里 关于 超 曲 面 的 Rodrigues 方 程 ， vn*den= —&y(dx + 
Pn), Khi sy 表示 AD, dis v, DÉS ER. FE Fi 1,2,+., 


n-1, 


de, -e;= DS ein (deg Va) = 一 Sy cata Cdx * 0h) 
4-1] humi 
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».-1 
m 2 Cink yin (dx » ej), (15,47) 
WE 
同样 ， 对 于 3D,, 


a1 LES 
de, + ei = a ONCE cen tehna Cde » 61), 
-1 j= 
(15,48) 
为 了 利用 (15.44) 来 计算 dun HE x FE aD, aD, Lew 
因而 dx ° e,-,=0, dx . e5s-1=0, 故 


sin(2 - a) cae, + €,) + sin (E+a)ae, - ej) 


= 一 > [in ($ ca) Soe, 


=1 ` hb 
A— | 13 
人 dp。 qs. 


代入 (15.44), 注意 (dx - e1) À (dx + e,) A A (dx. en) 
3D,N aD, 的 体 元 dono, 就 得 


H 
d = _ 
“n-i sin*—?¢(p) 


Hp H AN- 2 阶 行列 式 ， 其 元 素 是 


dos. Ada, (15,50) 


_ fo X += 
Hj ~ sin (E 一 2) D cincinta — sin CLP 


b=} b=} 
(15.51} 
BH, ALEX 
i $ $ 
H= IH sin ict (T. — asin? (+2), (15.52Y 


其 中 
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FE p+q=n-2, 
系 数 A; - tg lind, HE Cib CLR f) ER EX, rii X PAY YE IB FEC ys 


OA i WAS. XE, EHE, 只 有 乘积 
Ky eens Kyu, RE oD, 0D, 的 , 其 系数 则 只 依赖 于 3D， 


绕 * 点 的 位 置 ， 它 们 对 于 一 切 超 由 面 偶 DD, A, 
由 于 MMM。_1(3D6 人 站 3D,) 等 于 超 曲 好 3CDo 介 D1) 对 应 于 nn 一 1 维 
Ji di iij 3D6 ND WER ATR AAR, AG C15.50), 


Mo ADD) = | H —d0 4.,/A da, (15,54) 


sin”? ($) 
其 中 积分 范围 对 于 0 是 0/20 0/2, few 数 则 是 在 
aD NID, E. 利用 (15.35)， 并 注意 密度 (15.30) 可 以 写成 
dT, = 407 -¿A dun ¿Ar Adu,, 
.就 得 
| M,- (0D, NID dk, 
CELL LEE 


= (Op 097 | Hsinód$ A da AdT, A dT, 


aby a0, *e 
(15.55) 
feaD FID, LARIAT, MAT, Km  dT,= dog ,Adu,., 
A Adu, AT, = do; Adun- A te Adu JE x 4 (15,55) 
在 3D, £& x 的 一 切 位 置 范围 上 积分 ， 然 后 令 x 在 3Do 上 变动 ， 则 
借助 于 C15.52) 和 (15,3)， 得 


2-2 
J Man @DN2D,)dK, = SlepM$M}_, s, (15.56) 
OD ged +e 


其 中 cp 是 常数 而 M3,M;-s-5 依次 是 3D F0 9D, 的 中 曲率 积分 . 
还 需要 求 (15.38) 右 边 第 一 和 第 二 项 的 积分 。 为 此 ， 设 了 为 
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aD, aD, 上 一 点 ， Jb dtp- (PRR P 的 球面 象 的 体 元 。 DE 
D,, 然后 令 P 在 aD, Dd, 变动 ， 得 
| du, (P) AK, | M, OD ND dK, 
peaponD, DoD, 
(15,57) 
EHEP, ARE D 绕 卫 转动， 再 令 P Æ D, 和 3D。 上 变动， 
又 得 
| du, , AdK, = O, ,O,V,MT.,, (15.58) 
PEOD¿ND, 


其 中 M3, =M 0D), WV, Rx Di TR. TEHC5.57 
和 (15.58)， 得 

|... MapunDDaki=0 OV M1, 15.59) 

p^ 1*2 

其 中 VY 表示 D, 的 体积 。 

同样 、， 根 据 运 动 测度 在 运动 逆转 下 的 不 变性 ， 

| Ma ¡(DAN DK, = 0,0, V My, (5.60) 
Do190;1%2 


F h V, EXD (EB ij Mi; M. QD), FH (15.37), 
(15.38), (15.56), (15.590, (15.50), 就 得 


XCD NP IK, 


MAN 
=O。 OV Ko + Vox) + DepM3Mis ps. — (15,61) 
为 一 < 站 
剩 下 来 的 是 确定 常数 cp。 可 以 取 一 个 西 体 为 D， 一 个 半 各 
SF 0 ERA Dikit xD ND 21, Me=X, 21, 而 (15.61) 
给 出 
a—2 


V 102-0, = Og. OV, Vo * S erM} Mi amps (15.62) 


其 中 Yi RED 的 平行 体 的 体积 ， 这 个 平行 体 和 D. ig FB Br f 
P。 和 (13.44) 比 较 ， 得 
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而 证 明 完 成 。 


5. 关于 出 集 的 基本 公式 
(1) # D, D, 是 凸 体 ， 则 xD = xDxD NDD =1, | 
而 基本 公式 化 为 ; 


f dK, =0,_,*0, [0, Ye Y) 
DAn D. sg 


wi 
LS . m Misa J. (15.63) 
者 引进 截 测 积分 W; ， 则 上 式 可 以 写成 


* n 
[. ip i dK, = 0,0, S nl h Jimi. (15.64) 
AD AID yA k=0 7 


虽然 我 们 证 明 (15.63) 时 ， 假 定 了 Do 了 的 边界 属于 OR, 
但 由 于 任何 号 体 都 可 以 用 光 渭 凸 体 到 近 ( 实 际 上 可 以 用 边 界 为 解 
Br OU B9 pas EL 63D ,而 截 测 积分 又 是 连续 泛 阔 ,可 见 (15.64) 
HF En 里 任意 一 对 凸 集 都 适用 。 

从 几何 构 率 的 观点 和 看， 公式 (15.64) 可 以 作 如 下 解释 ， 若 DD， 
D, ALB PCD, —PA D, MBM GPL D, 也 和 相交 
的 概率 是 


E , (15.62) 


p = A n 
KHW,,W,W H&iE ED, D, Di RWS. 


Orar ( ^7! 
© Esto Hi ( ) -一 译 者 
r 


305 


D EDA m A- A BREDA Ko Bra iiti D A 
EK, MxcDiNDD=N, RNA K, MEE Ky 的 个 
” 数 ， 这 时 基本 公式 化 为 


[ Nax, 20, Om 0, (V ¿+ VD 


LS ) Mm (15.66) 


bed 


6. KF HRI he 
我 们 继续 前 几 节 的 探讨 。 我 们 要 计算 积分 


| Ma- D NDK, q=1,2,,R=1, 
DANO ee 


(15.67) 


考虑 Du 和 局 ,为 上 山体 的 款 ， 这 时 基本 公式 是 (15.63)， 著 Po 关 
合 在 一 个 9 维 平面 Ls 颗 的 4 维 凸 集 D3， 公 式 (15.63) 仍 然 适 用 ， 
但 中 曲率 积分 Mi 是 第 7? 章 第 7 节 所 给 出 的 极 值 ， 因 此 ， 


| dK, 
Dy Dd, +2 


(15.68) 
其 中 oa(D 和 表示 D3 的 4 ER AMS i. 表示 作为 Le 里 的 一 人 


306 


MERD Fis a+ an Ah. A Tits. 67), 
我 们 采用 下 面 的 方法 、 设 Do, Di 为 山体 ， 令 D, 辕 定 而 Dl 运动 ， 其 
运动 密度 是 Kl!。 设 La 为 一 个 作 运动 的 4 HER, JP 考虑 积分 


I =| dK, AdLe. (15.69) 
D,nD ETES 
先 令 忆 固定， 则 根据 (14.2)， 


I |, Su Men OS DOXK,, 
- o2, 


(15.70) 
然后 令 Lg 固 定 ， 对 dK 积分 ， MARE «OS. 68)， 
(”) 
1 0, eO [On Y, + 0. 910 (DN LM ja 
n( 
(47) 
+1 = n h+qa-n’ O, 
n >, Gan n-1 On+g-n 
(a) 
x Mya s ODN LM sea dLa (15.70 


最 后 的 积分 可 以 根据 (14.692 和 (14.10)? 计 算 ， 把 所 得 结果 和 
415.70, RARER 


|. aa a MOOD DK, 
9 1* 


= O20, On CV M3, +V Mia1) 


=: 807 


x Mi. Mis. (15.72) 


g- 


这 适用 于 49=1,2,°…,n 一 1。 当 4=1 了 时 ， 它 必须 用 (15.36) 人 代替。 
用 (15.63) 除 (15.72)， 就 得 Me。-,C3CD6o 站 D1)) 的 期 望 值 . 

公式 (15.72) 可 以 推广 到 和 一 个 国定 凸 体 DUROS S m f 
D,D, e, Dm., FERE- CDN ee D Dw》) 的 期 望 值 [657]. 
Stoka [648 EU EH TIMES, 

BUFR TRAE. 公式 615.72) 对 于 不 一 定 是 凸 的 域 Dos 
忆 , 也 适用 ,但 中 由 率 积分 MaD ,M, C@D.) FM, CCD, ND), 
按照 第 13 章 第 6 WIN, WATE. A T EUX), BR 
mak 

Mq.4,Q0QD,0 DD) = AM DND + My. (DN aD,) 
+ M4 @D,N2D,), (15,73) 
通过 类 似 用 于 证 明 (15.59) 和 (15.60) 的 论证 ， 可 得 


[Ma@D.MaD,dK, 20, SOM Vos 


JM D. DYdK =O, HOMEY, (15,74) 
对 于 (15.73) 最 后 一 项 ， 通 过 推导 (15.56) 所 用 种 方法 ， 可 得 


IM CD aD AK, = S esa Mi, MT 


arg -s 
(k =n—q,Nn -9+1,*,n-2), (15,75) 
iis Can FILO, 的 形状 无 关 ( 它 们 是 “局 部 ”系数 )， 因 
此 ， 它 们 一 定 和 vi5.72) 里 的 一 样 ， 因 而 (15.727? 对 于 任意 一 对 域 
D,,D, 适用 ， TE: Erp as E 积分 Mi, Mi ML CCD, QD DEE 
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(hzn-g,n-qc1,«,n—-2), 


7. 关于 浅 的 基本 公式 


设 0 为 上 ;的 固定 点 而 上 Lr-p ro 为 经 过 0 的 一 个 n 一 4 维 平面 , 设 
Da- La-p toy 里 一 个 有 界 域 , 其 边界 AD PO CL o tor EEE 
的 ， 属 于 C? 类 。 对 于 每 点 XE Drp, 考虑 经 过 xx 而 垂直 于 了 。p to 
的 了 维 平面 。 一 切 这 样 的 Lp 构成 一 个 柱 2p。 p 维 平 面 Lp 是 柱 的 
母 面 而 Ds-p 是 柱 的 法 截 辣 。5n 里 全 等 柱 面 的 密度 是 

dZp=dL*_, io AdK"?, (15.76) 
其 中 4K"-? 表 示 上 np [0 上 的 运动 密度 ， 而 星 号 则 表明 Ln_p ro 应 
是 有 问 的 。 车 现在 用 dK Ra £4 里 的 运动 密度 ， 则 由 《15.76)， 
(15.14) 可 知 
dK*-dZ,AdK?, (15.77) 
其 中 dK? 是 上 bp 上 的 运动 密度 ， 

由 于 3K* 电 可 以 写作 dK"=dL;s 作 dK ip; 人 dK?， 其 中 dK ip 

RBs pe ARE STIR, Bl, FIR 
dZpzdLP;AdK tpj. (15,78) 

已 给 截 痕 乙 。p， 柱 Zp( 除 位 置 外 ) 完 全 确定 ， 因 此 ， 看 作 Li 里 

的 n -7 一 1 维 流 形 3D,-s 的 中 曲率 积分 可 以 作为 Zp 的 中 曲率 积分 

We. B. RHS 

M;(Zp)z Mi (9D, p), 1z0,1,«,n—p- 1, 
(15,79) 

WM:ren-p,n-pcel.-.nhl, M:(Zp)=0. EE, VOZ A 

D, pin - p 维 体积 。 

我 们 要 排 广 基本 公式 (15.36) 到 万 ,是 一 个 柱 Zp 的 情况 。 为 此 
Hm, SE oR TRM Dar, MASP, MEERE i F 
D. 8 A RI NIT PER KU pp), FFA Z Coo EOS 
一 切 这 样 的 球体 的 有 界 并 集 (因而 Zp= Zp(co))。 为 了 求 2pC0) 的 
中 曲率 积分 ， 考 虚 它 的 距离 为 :的 单行 体 ， 然 后 令 a 一 0。 我 们 不 
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难得 到 
Mi(Zp(p)) =h;, I>n-p-1s 
n-p-1 
M,(Zp(p)) = — Mi(Zp) Or-1p? +h, O0Oxixn-p-1, 
1 
(15,80) 
其 中 hi 是 对 应 于 球体 Ur CO MARA RR HEART, N 
而 p 一 co 时 ，hi/p? ~>0。 注 意 (0p-1/P)p! 是 半径 为 p 的 Pp 维 球面 的 
体积 。 利 用 关于 dK ,的 表达 式 (15.77)， 我 们 对 于 Do。 和 Zp(P) 写 下 
基本 公式 (15.36)。 在 左边 , 当 诸 球 Up(p) 的 边界 和 Do 不 相交 时 ， 
AK? fio EF 10,0, .(0p.,/pD2p! CH po MAM MMII. B 
一 方面 ， 对 于 诸 球 Up(p) 的 边界 和 Do 不 相交 的 情况 ，Zs CP) 的 测 
BEA (Ro?) x ABO EEBS EX. BE, HO: Op (Une! 
除 基 本 公式 两 边 然 后 令 p 一 ce， 并 利用 (15.80)， 就 得 关于 杜 的 运 
HERAF 


| (Di \Zp)4Z> 
Do E, EE 


= Og Opx(Dy)V (Zp) 


I np 
-OO d ( ) 
? ? 2 q-p v—-ptl 


x M.C(DDM,. Ep. (15.81) 
$ 4 Dip 缩 成 一 点 时 ，2Zp 化 为 一 个 “有 向 >? Lp。 这 
时 ， 利 用 (15.78) 和 (12.14)， 公 式 (15.817 化 为 (14.79)。 
ER MD —-AR PH, HA 
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| dZy =0,_,++OpV (Zp), (15.82) 
PEZ, 


FRI Pré AMB MD BAK, (05.801578 
| | dZp= O0, OpV (Zp) 


„On-ı Op NA ( n-p 
n-p sp v-Ptl 


JM. co 


xM.,.,..(Zp), (15,83) 
HA, 用 截 测 积分 不 ;表示 # 
| dZp = nO, 0p 


ub, 


xS UT Wen oW. Zo, 


$a0€v-pel 
(15.84) 
其 中 我 们 已 令 W ,1_,(2Zp) =Wit_,@D,_n. 

这 个 结论 可 以 叙述 如 下 ， 车 Do 和 DD, 为 凸 集 而 DD, A 

和 Di 相交 的 随机 柱 Zp 也 和 D6 相交 的 概率 是 
m(Zp; FINDE )/mCZg, Z QD 4D), 
其 中 分 子 和 分 母 依次 是 应 用 于 Do 和 DD, 的 (15.84)， 

特 款 4 在 欧 氏 空间 Bs 里 ， 我 们 有 两 款 p= 1,2。 若 p= 1，2， 
的 截 痕 是 一 个 单 面 域 D。 令 jz 为 其 面积 ，uz 为 其 周 长 ，cz 为 其 
全 曲率 (第 七 章 ， 第 3 节 )。 则 

M,(Z,) = ug, M,(Z,) = cz = 2ux(Z,), 
ViZ fz, 
而 (15.81) 化 为 


| x(D,.NZ)dZ, = 8x*x(Dy) fg +x Foz 
DAZ, eg 


| | | +2#Miuz, (15.85) 
其 中 政和 MM 依次 是 Do 的 面积 和 中 曲率 积分 。 
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P= 2， 则 Zs 是 Es 里 一 个 带 或 一 组 平行 带 。 假 定 Z: 是 宽度 为 
«fd. NU 
M,(Z,)=0, M,(Z,)=2, V(2Z,) =a, 
0015.81) (£298 OR (14. 798) HERE) 


| xCD, 22)a2, = Anax(D,) +2M, (aD). 
Dg NB gre 


8, 一 些 中 和 值 

(1) HEKzSKÉ,21,2,-.m) 为 m HERA. E 
ND 为 和 一 个 运动 中 的 凸 柱 Zp 相 交 的 ;的 个 数 。 邻 D6 Ais Ku 
并 焦 ， 应 用 基本 公式 (15.81)， 得 


c n—p 
|NaZ» = nm0, on >, { | JW, GOW Zp). 
SRM DI 


(15,87) 
Bk, EEE A a =K, ARK 
AE B Ls A LK ,相交 的 个 数 的 期 望 值 是 


s— i n—p 

m ( Wo COW CZ) 
» 7-1 YO Pt] 

a-} n— 


EWN) = 


p 
Mp y - 
al) KDW eos 


(15,83) 

D RESER mA ACE D RE Zim Za m 1,2, m) 

和 一 个 固定 凸 集 天 随机 地 相交 。 我 们 试 求 K。 被 丛 好 MEC cm) 
覆盖 的 那 部 分 体积 的 中 值 。 为 此 ， 考 塌 积分 


JaP Adz; As AdZ?, 


O His, BIKAN, UTE ML AM FAL —— RF 
O BHEKHEZAAN. — RE 
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其 积分 范围 是 一 切 和 K。 相交 的 Zi 以 及 一 切 被 恰好 7 TER IN 
PEK, BMEBEZ, RMIPRD, HRP RAZ RD, A 
ATA PRATER, AR 


[V aZ} Aww A dZ? 


m 
= ( r Jue Fp) "(On V Zp)?" 
r VÀ n—p 
xin >> ( JW oar (KDW «Lic (Ze) 
1 


0 VEN VK), (15,89a) 


下 面 是 (15.84) 科 (5,39a) 的 推论 ; 
考 度 和 一 个 固定 凸 业 相交 的 了 个 全 壮丁 柱 Zi =2r. Ki 
por ARA BW ED ARV EI PS 
m Or 
E V, = TE 
Vv.) ( 


n? 


m MA n-p s 7m-+ 
pe > Wa KOW Lac (Zo) - 0,4 V Zp) | 
pa PA! . 4 


X 二 


Y, n-p | 1" 

| ( \w 1 (KW 1» (Lp) | 

mw- p+] 
(15. 89b) 


这 个 公式 适用 于 7 = 0,1, ,m, 


练习 ”假定 mm 一 ceo 时， 截 痕 总 面积 保持 不 变 ， 即 由 Y (Zp) = 5 
《常数 )。 试 证 明 ， 当 严 一 cc 时 ， 


V(Kof. (G-p)0,.,S y 
T] 


EO o nOn-p-1W p (Ko) 
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(n- p)O4.,5 e). 


* exp (- nO WR) 


9. 上 ,里 的 格 


第 八 章 的 结果 可 以 直接 了 当地 推广 到 E。。 假 定 En 被 一 个 格 
所 分 割 ， 格 的 基本 域 是 1= TiaoGt= 0,1,…)， 其 中 人 是 Es 里 运动 
群 的 一 个 离散 子 群 的 元 素 ， 这 个 离散 子 群 令 格 不 变 。 假 定 E。 的 每 
一 点 属于 恰好 一 个 a;。 设 Do 为 含 于 oo 内 的 一 个 点 集 ， 并 考虑 点 集 
T,D,G-0,1,2,-0. MAGS .36) 并 采用 第 8 章 中 用 于 平面 的 方 
法 ， 得 


| St «TD, DyAK 


0 t 


a=2 n 


= Qa. 0, CV Xo + Vox + Our LS 


Jui Mesas 
ico +1 


(15.90) 
”在 边 积分 的 范围 是 使 动 标 原 点 ” BF aq 内 的 一 切 动 域 D 的 位 


SE 


我 们 将 考虑 (15.907 的 两 个 推论 ， 

推论 1 假定 En 被 立方 体 所 分 割 ， 立方体 的 楼 平行 于 坐标 
轴 ， 楼 长 为 4&。 假 定 o 是 立方 体 0 委 ai<1，( = 1,2，…,m 而 疡 是 
的 闲 包 。 设 D 为 一 个 拓扑 球 ， 则 x =xCD) =1，xXo=YCD =1, 
而 


AT, ND) 
ET DET URBI SE, Avon. TAS BOS. 900, Hi 
利用 关于 一 个 楼 长 为 a 的 立方 体 的 中 曲率 积分 的 值 (13.48) ,就 得 


1 on 
—ı__M, _ . 
On- O SEA ai) +hya?*! 2h 
(15,91) 


EW) =1 ++ 
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EH TA D BASE AAAS TEN BARRO) ECN)< 
Eq), Hit, 

每 一 个 柜 扑 球体 口 总 可 必用 楼 长 为 4 GARA, mir 
3L JR 35 - 36 3833 (15.91) 89 di. 

车 考虑 立方 体 o; 的 半径 为 *= (V n /2)a 的 外 接 球体 ， 我 们 又 
得 

A—N A RAD E TARMA ré n BRAE, ART 
nn 维 球体 前 个 数 不 超 过 
1 SY n ) O, nhi 


V 27/2 
l tgan + he 1/0 € 1)2** rh! 


2" 


O M qa he 


n-li=0 


?= 2 时 ， 这 些 不 等 式 是 Hadvwiger[263] 的 结果 ， 它 们 到 Enf 
推广 则 是 Santaló [543] 的 工作 。 还 可 以 参看 Hadwiger [278 ft 
Trandafir[677a], 

M2 MED AMORA s 的 线段。 此 外 ， 还 假 
定 卫 不 会 和 多 于 一 个 体 T;D。 相交 。 这 样 ， 利 用 (15.90) 和 关于 长 
度 为 s 的 线段 的 各 中 曲率 积分 值 (13.49)， 就 得 以 下 结果 ， 

A BG RD ofe HR TD C= 0,1, RH. GK 
KAS dde TiD, HATE RARA, MRAR 
AST Do 44 X 85 RRR 


a On- 

P= ENT Vot t5 2130, Fo), 
其 中 jao| 表 示 oo 的 体积 而 Vo, fo 依次 是 Do 的 体积 和 表面 积 。 
10. ESRI 


(OO 关于 随机 集 的 问题 。 设 4 为 E, 里 一 个 矩 体 (直角 平行 
体 )， 它 的 点 x Qc, xs) HORT 0x0 (i= 1,,n). A 
的 体积 是 Vo= aan, YE Y. Y Jg PAB, FOR 
为 bi ,…… ,bn， 因 而 其 体积 都 是 Vy= bib, BEY: 的 楼 都 和 坐标 
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BEA, HEEB). PAY pam P; ALE 
已 的 体 元 。Y 的 (平移 ) 象 的 一 个 集合 的 测定 是 这 些 象 的 中 心 所 履 
盖 的 体积 ， 令 X = CYLUY,U… UY。)U A， 并 考虑 积分 
I = [AP AAP, Am AdP ms 
其 积分 范围 是 一 切 PE 4， 以 及 使 
YiNA#@S, PEY, (i=1,.,m) 
的 一 切 P; 的 位 置 。 为 了 计算 I， 注意 如 果 Pi 含 在 与 A4 同 中 
DEBRA a +b HEREA, WAYNA 即 可 满足 。 还 注意 
far, = Vy(PEYi 范 围 内 的 积分 ) RAPE BO. VV as 
其 中 Yo= Ca, +b, Can tba), HAGA, À Æ 0B He Y. 而 对 
dP 积 分 ， 就 得 1= [OL -YadPiedPwG ， 其 中 Vx dem X ilk 
积 。 因此 ， 
[VxdP Ace AdPn= VALVE (V3. 
除 以 VY?， 就 得 体积 V zx 的 期 望 值 
EV = Val: -(i- zy. (15.92) 

关于 高 次 矩 的 表达 式 显 得 较 复 杂 。 关 于 这 些 问题 以 及 有 关 问 
Ei, Hi Robbins[ 512], Votaw[ 705], Bronowski EjNeyman[ 717, 
“n= 2 时 ， 可 以 考虑 随机 和 矩形 也 具有 随机 正 向 的 款 。 还 可 以 考虑 
用 随机 的 全 等 球体 来 替代 和 矩 体 了 ;( 见 [512,213,335])》。 关 于 较 一 
盘 性 的 研究 途径 见 [ 2 ]。 若 随机 集 不 是 均匀 分 布 的 ， 则 结果 更 为 
复杂 ( 见 [432,616,617])。 

(2) Chern 与 Federer 的 一 个 一 般 运动 公式 。 设 M 为 紧 致 


DO ABARKFENIAR. — HA 
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eS BE, ERMEE RT ,78— DM BERS he MI AL 


Mp SE 
554. MfBoMW Weylpzi6)UEB]T To 的 体积 可 以 用 下 面 公 


Tre 


VT.) = On Dai cm re aah e(M)p™**, 

(15.93) 
Ce ACIE, 0<e<k, mo n-k)Hrhu, HD JEMW)BAZ 8E 
它 可 以 从 名 的 曲率 张 量 的 分 量 计 算 。 ARBRE, do MIE Mi EE 
AR, MAk 为 偶数 时 ， 


H u Gr? M 
ACD ayas (15,94) 


hi y CMD EM [fj Euler-Poincaré 示 性 数 。 
设 M? 和 M" AE, EA DOCU PAI, HEBE DRE 
q. RAE MM ER), Higa ead kK, Ml 


eMPNMS)dK= S` eun (M')p, (M9, 
Tyron toot! ( B ) PM TTE He iC ) 


ý (15,958) 
Hipo A en... e Mm 
E 维 平面 的 密度 ， 则 


fe? AL£pdL, 


I, aL 


[0] 0 _qOp g-n+10p4q-nOp 1-e 
二 二 和 n + + g + "m (MB, 
Og*0,0p,10pOprq=nri-e ‘ 


(15, 95b) 

M e=0 Bf, (205.959) M (05.20 — Eu Yp=n-1HWH, 
(15. 95) Ci 4. 78) Be, RARS. 95a) FI 15, 95b) ze Chern 

[L112] 所 给 出 前 ， 它 们 和 早 些 时 fee Federez[ 177 ]Br Zi 4180 RUN. 
Flaherty 200 JHE HE HE EJE, E y Borel $ (2 Sulanke 与 
Wintgen 的 书 [664])。 Nijenhuis[451] 指 出 ， 存 在 着 诸 4 的 一 种 规 
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范 化 测度 以 及 一 种 运动 密度 ， 使 曲率 多 项 式 
(Xd) = S XA? 


满足 | 
JuXM* (| MàK = UCM? AJU CM? A) (mod Ate, 


Chen[1031 给 出 了 含有 M? , MS M? NM? fp RC e RS — 
HAMAR, Aink CORRE, HL — ZR Hh £X C BS. 25 di RA 


K 为 一 个 曲面 M? 的 中 曲率 和 全 曲率 ，H*CM?) = | H*do , K*(M* 
= [xao, c(M*) = M? 的 面积 。Chen 证 明了 


ar NM dK = 223 (GH* CM 3) — K*(M 2)0,(M2) 
+ 22? GH* (M?) - K*(M?)a,(M2), 
(15,96) 
关于 2s 里 的 曲面 ， 参 看 [687]。 
一 般 公 式 (15.95a) 可 以 推广 到 运动 中 的 柱 。 设 MEA 
向 紧 致 可 微 ( 无 边界 ) 流 形 ， 它 含 在 En MI n- m SEE La, 
Htm), BEMER WREEF Lam HOMME Lm. 
#89 Lm RA htm BERE Zum KR iE m OP Das, 
RARE M’. 2: BEE AZ, 4, 2 dL, mtg) AK, F 
dk" 是 Ls-m [0 上 的 运动 密度 。 运 动 公式 (15.95a) 化 为 
Jon. Lu) MN Zn dn 
h 


= Ci o e—! | a 
be CES 


e --1 


(15.97) 
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~e HB, Oscexpehem-n,i20, 1 WABO. 

(3) Poincaré 公式 的 推广 。 像 (15.95a) 那样 的 关于 一 个 固定 
流 形 M? 和 一 个 运动 着 的 流 形 M' 的 交集 的 积分 公式 ， 在 积分 几何 
里 通常 叫 做 Poincaré AR, 公式 (7.11) 和 (15.20) 是 它 的 特 款 。 
这 类 公式 已 经 被 Kurita[ 351]，Federer[ 177]，Brothers[73] 推 广 
到 齐 性 空间 。 下面 举例 说 明了 Brothers 所 给 出 的 那个 类型 的 公 
He 

KM Wn BREA, EAP AE PEG. it 
M? 和 Ms 为 M 的 属于 C! 类 的 p 维 和 9 HAT, pe azn, # 
令 ACCM?，BCM'，A,B 是 Borel 集 。 [Eig TEM? 和 M? 的 切 空 
间 的 集合 中 的 作用 都 是 可 迁 和 的 ， 设 dg 为 的 左 不 变 测 度 。 这 样 ， 
就 存在 着 一 个 只 依赖 于 M?,M' 和 6 的 常数 <4， 使 / 


| mcAD gByàg = amcA) | Ados, (15.98) 
& B 


Hipm(AN gB AE AN go Bhs p -a-—n e MU Æ (Hausdorff 测度 )， 
dos EM 9 维 测度 元 素 ， 而 4 是 依赖 于 M 和 GI ME HC. 
常数 a 大 0 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 某 个 gEG， 存 在 着 一 点 aEAM 7 
gM ， 使 切 空间 7。CM?) 和 ToCgM?) 的 并 集 张 成 T。(M)， 

公式 (15.98) 可 以 作 如 下 推广 。 设 多 为 Mis a 维 子 流 形 的 一 
FER, CHAT. © 2g 上 的 作用 是 可 迁 的， 而 且 若 
EE 多 , 则 GN 站 {g;gE=E} 在 多 上 也 是 可 迁 的 。 再 假定 8 有 一 个 对 
TOMAR HAE, Xi 

| «^n DAE = Bam CA), (15.99) 
Hepm ANE BANE ran HEBE, MAAR MT dE 
〈 它 一 般 不 是 唯一 的 ) 的 一 个 正常 数 。 

() DRAME. 考虑 里 一 个 可 数 集合 的 全 等 凸 集 
= 上 ,三 尺 ,= …， 它 们 不 一 定 互 不 相交 ， 但 该 集合 具有 以 下 性 
质 ， 若 m7?) 为 和 一 个 中 心 在 了 点 而 半径 等 于 + 的 n 维 球体 S; 相 交 鬼 
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DRTE, WA oh, HERR 
mr) = pxgr*+ocr*), K'=n"/2((G+n/2)»" 
(15.100) 
成 立 ， 即 极限 


lim 


Poco 


Trim BAUD PF. IN, Bi, EEr 里 有 山 集 KK 的 一 人 
场 ， 它 的 密度 是 p。 假 定 把 一 个 山 集 Ko 随机 地 放 在 Es。 里 ， 它 和 8 
中 恰好 s 个 集 相交 的 概率 是 什么 ? 

为 了 解答 这 个 问题 ， 我 们 采取 如 下 途径 。 和 假定 我 们 把 号 集 K 
随机 地 放 在 Sr 里 ， 则 一 个 和 S; 相交 的 随机 凸 集 拓 也 和 天 相交 的 相 
率 为 (15.65) 所 给 定 ， 它 可 以 写成 


mr) = (15.101) 
Kur 


B 一 1 - n ry Io 
P= ps B;=K, 2X. )w tw ,., (#=0,1), 
(15.102) 
Apt UBW RAS 的 截 测 积分 (13.46) 。 


ASIE mA AK 全 等 而 和 9 相交 的 随机 四 售 ， 则 其 中 恰好 : 
个 和 Ko 相交 的 概率 是 


D,(r)z ( "pa -p)"*, 


假定 当 同 时 令 m,r 一 ce 时 ，(15.101) 成 立 , 则 通过 简单 计算 ， 
得 
pP, = lim p. Cr) = LA exp PB). (15.105) 
换 句 话说， 一 个 密度 为 p 的 场 中 ， 和 一 个 随机 地 放 在 E." 
gh 集 Eo( 一 个 “试验 集 ”) 相 交 的 凸 集 玉 的 个 数 是 一 个 县 右 做 吕 
DB 的 Poisson 随 机 变量 ( 见 [228]) 。 
现在 ， 考 上 谍 一 个 可 数 集合 的 全 等 一 柱 Zp， 它 们 不 一 定 互 不 忆 
3:, (RRA HAL PER. Em 示 和 一 个 半 BA r IE 
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Sz HERS PES, MIERA 


lim me =p 


san Kn 


成 立 耐 与 ,的 中 心 位 置 无 其 。 RA, EE, 里 有 一 个 密度 为 p 的 
柱 场 Zp。 采 用 和 上 面 类 似 的 推理 可 知 ， 车 一 个 试验 山 集 随机 
地 放 在 E, 里 ， 则 和 它 相交 的 柱 的 个 数 是 一 个 具有 参数 oDo 的 
Poisson 随机 变数 ， 其 中 


2-1 n-p 


Biss, >) ( 


: i-2-1"t—p-c1 
( 见 练习 1)。 

(5) 凸 集 的 汇聚 了 。 设 想 在 Es 里 有 固定 是 集 K。 AR 2440 
Ko 相交 的 凸 集 Ki, Ki, Ka, BE Koen = Ko ELO. ita 
Voras Forme Mor nk HK HER, BHAA RRS. 
可以 证 明 


JW (KW aia) 


| V orn K AAK, A A\dK, = (822)*V V ¡00 V a, 
| Foy nd K, AdK, A AdK, 
= (gx2)* 2 em Vias V Var 
| Mq, ndK,ANdK A A dE 


1 
= px (80) "7! VP Ve mV 


+ (8x°)" SV eV MiV are Vo, 


O Aggromerations, —— # dX 


| dK, AdK, e AdK, 


aV aate Va 


= (8x2)? STV pon V 
+ 21a(81?)*71 >; V re Vi EV Vi MV in Va 
is j 


rara D) Vi FV in 
k 


x V; FV i V GESV juan Vk FV Va, 
其 中 积分 的 范围 都 是 令 KOKO OK ASHIK mtr. 
注意 最 后 的 积分 除 以 测度 。mCKi，Ki 门 Ko 关 名 ) 之 积 ， 给 出 1 个 
山 集 K; 的 公共 交集 入。 相交 的 概率 ， 而 且 天 , 本 身 也 不 是 空 集 。 
参看 [524]， 关于 到 已。 的 推广 ， 参 看 [657], 还 可 参看 [190,191j. 
设 P; 为 含 在 一 个 凸 集 天 内 的 于 个 随机 点 。 它 们 可 以 包含 在 一 
个 半径 为 了 的 球 内 的 概率 是 什么 ? 假定 以 这 些 点 的 每 一 个 为 中 心 
作 半 径 为 r 的 球 ， 则 所 求 概率 等 于 这 些 球 的 交集 不 是 空 集 的 概 
率 。 用 天 -* 表示 下 的 一 个 内 平行 集 ， 它 的 边界 和 的 边界 距离 为 
+ ， 而 Vr 下-r,M., 依 次 为 它 的 体积 ,面积 和 中 曲率 积分 。 应 用 
上 面 最 后 的 结果 ， 得 所 求 概率 的 值 ， 
PCT) = (dx/3)™ Iran aV "An/3)r? 
+n(M_,r?+F_,r+V_,) 
+ 3n(n- 1) (00/32) Fr +V -¢) 
+ (322/32)n(n — 12(n - 2)V ..]. 
Hadwiger 与 Streit [281 ] 把 这 个 结果 推广 到 和 一 个 国 是 凸 集 
太 。 相 交 的 柱 或 带 ， 然 后 应 用 所 得 结果 来 解答 下 面 的 课题 ， 求 和 
ARK RAE n RAMAR ”个 随机 平面 ) 构 成 一 个 “ 殖 
30? 二， 即 存 在 着 一 个 半径 为 > 而 和 所 有 直线 (或 平面 ) 有 公共 


© Almost bundle, —-#% 
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点 的 球 ,注意 这 个 课题 只 亦 求 这 样 的 球 存在 ， 并 不 规定 它 在 K, 电 . 
的 位 置 。 

(6) Es 里 的 枉 。 设 Z 为 E 里 一 个 直 柱 ， 其 截 痕 是 一 个 面积 为 
J, ARA u 的 平面 域 。 按照 (15,78)，Z 的 密度 可 以 写作 dZ = 
dG* 信 d$， 其 中 G* 是 平行 于 柱 的 母线 的 一 条 有 向 直线 ， 而 $8 表示 
绕 G* 的 一 个 转动 。 我 们 叙述 下 列 结果 . 

Ca) 车 天 为 国定 凸 体 ， 其 面积 为 上 上， 中 曲率 积分 为 M， 则 在 
cz = 2r 的 假定 下 ， 基 本 公式 (15.857 化 为 

| AZ = 2nçmF + Anf + Mu), 


Qo 若 人 为 长 度 为 上 的 有 长 曲线 而 nn 表示 它 和 32 的 交点 数 ， 


则 
| ndZ = 4x'uL, 
rnaZeg 
(o 车 2 为 面积 为 F 的 曲面 而 + 表示 曲线 Z 门 32 的 长 ， 则 
| AdZ = 2x*uF, 


NM 

O 假定 把 一 个 固定 平面 分 着 成 面积 为 o 的 基本 域 ， 各 基 

本 域 含 有 面积 为 上 ， 周 长 为 4 的 凸 集 下 se。 假定 每 个 天 s 为 一 个 直 
柱 乙 的 截 痕 ， 而 这 些 直 柱 构成 Ps 里 一 个 上 西 柱 格 ( 图 15.12。 设 天 是 . 


EP 15.1 
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面积 为 已 ， 中 曲率 积分 为 M 的 凸 集 ， 而 旦 它 不 能 和 和 客 中 多 于 一 个 
EHE. KB, Fick KH EEE, (Eh 


概率 是 
p= (nF + 4nf+Mu)/dxa, 
HOA BK AKI SF b MER, WF=0, M=ab, pk 
述 概率 化 为 p= (4f + bu)/4a。 车 柱 Z 化 为 直线 (f =u=0), Klp = 
F/49。， 这 些 是 Buffon 和 问题 的 新 推广 。 关 于 其 他 结果 ， 见 [51]。 


练习 1 应 用 注 记 4 中 的 最 后 结果 到 具有 密度 Pp 的 直线 场 或 
平面 场 的 款 ， 把 直线 或 平面 看 成 是 截 盖 缩 戌 一 点 的 柱 。 
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第 十 六 章 ”几何 应 用 与 统计 应 用 ; 
立体 度 测 法 


1.  MEFRBNIESTERNRFANERT 


我 们 考虑 在 2 里 随机 分 布 着 的 凸 粒 子 。 所 谓 的 立体 度 测 学 > 
的 基本 课题 之 一 ， 是 通过 这 些 粒子 和 已 知 形 状 的 随机 PH 形 ) 例如 
一 个 凸 体 , 桩 ,平面 , 带 , 直 线 ) 的 截 痕 的 量 分 布 来 确定 粒子 本 
身 的 量 分 布 ， 这 个 学 税 和 许多 表面 上 互 不 相关 的 学 科 如 生物 学 、 
矿物 学 、 治 金 学 和 几何 学 都 有 交叉 。Elias [166] 对 它 提出 了 以 下 
的 定义 ， 立 体 度 测 学 的 研究 对 象 是 探究 三 维 空间 的 一 系列 方法 ， 
这 些 方法 适用 于 我 位 只 能 获得 一 些 立 体 的 二 维 截 痕 或 其 投影 的 情 
况 。 立 体 度 油 学 的 主要 方 靶 都 和 积分 儿 何 密切 相关 ， 我 们 在 本 总 
将 揭示 一 些 典型 的 例 。 主 要 参考 文献 是 [166]! 关 于 其 基本 方程 的 
讨论 ， 见 [226,227]。 

首先 ， 我 们 对 于 n=3 的 款 叙 述 从 上 章 得 到 的 公式 。 设 KK 为 
己 :里 一 个 国定 凸 体 ， 而 于 :为 动 凸 体 ， 其 运动 密度 是 IK. a 
本 公式 (15.63) 化 为 


L. LAE 88. + V) + 24CPM, + FM), (16,1) 
其 中 V .F,M 依 次 表示 无 的 体积 、 表 面积 和 中 曲率 积分 ， 


公式 (15.20) 对 于 ?=3，4=r= 3 的 款 ， 公 式 (15.72) 对 于 n = 
3，9g= 1 和 =3，9=2 的 款 是 


| V dK, =8a?VV,, 
KOK o 


Q Slereology, iW WERE ^34 OU, LEE, MD d 成 “立体 
$. — HN 
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| FudK,= 8x (FV, - VF), 
KOK +2 


4 
| MdK, = 8x2(V,M +M,V) + (rr. 
KOK a 2 
(16,2) 


Vo KO KAER, MF RIM 依次 是 SAUNA O IRA 
和 中 曲率 积分 ， 

井 动 图 形 是 一 个 凸 柱 2:， 而 4 了 表示 它 的 法 截 痕 的 周 长 和 面 
积 ， 上 面 公式 化 为 


Í dZ,=2n(nF +4af+ Mu), (16.3) 
KNZ + 
J VjdZ, = 8n°VF, 
ANZ ee 
| Fy,dZ,=8n?(Ff+Vu), (16,4) 
£0nZ,+0 


| Mg,AZ, = 20 (anf +49 V +> xtFu), (16.5) 
K0Z2,*9 


HH (16.32 05.83 B pk, HAD AMS TA 
推理 法 容易 从 (16.2) 推 得 。 | 
3 DATÉE TER ACHETER ROBB, Wü 
J dB = M +214, 
KUBS 
Í Vo dB = 24V4, (16.6) 
Kn0Bag 
[ FudB = 2x(2V + FA), 
KnB-d2 
| MudB = (x?/4)F + 24MA, (16.7) 
xnBeg 
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其 中 带 的 密度 483 等 于 它 的 中 间 单 面 的 密度 。 
其 次 ， 我 们 假定 在 Es 里 随机 分 布 着 全 等 粒子 六， 并 考虑 通过 
以 下 方法 来 确定 关于 这 些 粒子 的 诸 量 p( 每 单位 体积 中 的 粒子 数 )， 
VEE), FREID, MCP BBD. 方法 是 令 一 个 具 
fi E& An EVI, M, hik KORB) 运动 ， 对 于 一 9) K, 的 
PLE, HE AP ARNT EORR Ae RAE RA, MAR 
子 数 N*， 总 体积 VY*， 总 表面 fF*， 总 中 曲率 积分 M*， 然 后 由 1， 
F,,M,,N*,V*,F*, M* 计 算 p,V,F,M. 
假定 粒子 在 一 个 半径 为 R 的 球 内 ,并 令 Ro, MAI (16.1) 
406,2), f&V*-pVV,, Fea (FIV + FV1)p， 因 而 
ve p FI V*F, 
=— y 


V= — 
pV,’ p 


与 此 类 似 ， 必 得 


1 2 * x * n? 2 V vs | 
M = yr VIM -FVIF (Ft - M, ) , 


. (16,8) 


(16.9) 
而 利用 对 于 n= 3 的 (15.66)， 就 得 
N* FM* fn pa ViMi\ F* 
Ps gave + 17 m bavi 
V,F,M n V* 
«(Au -vi- ci P1 )rr- (16.10) 


利用 这 些 公 式 ， 从 NN*,V*,F*, M* ni s AK HOMEY, 
P, ,MM 可 以 估计 Pp,V,F,M， 
若 动 图 形 是 一 个 柱 Z,， 由 (16.3) 一 (16.5)， 容 易 推 得 


V*=pV, F*=pF+pV(u/f), 


M* = pM + pn(V/f) + on?Fu/16f, 


F Mu 
米 一 BAN — 
N = (45+ anf +1), 


(16.11) 
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JErhN*,V*, P*, MR REZ fg Be, Z, 和 所 有 诸 粒 
子 的 截 盖 的 粒子 数 ，21 的 体积 ， 表 面积 和 中 曲率 积分 (对 于 Z 的 
一 切 位 置 取 平均 数 )。 

由 《6.11)， 可 以 推 得 


V* F*f—-V*u 
= 一 =~ 
p? F pof ° 
M*  qV* 


Sf = a Ft - V*u), (16.12) 


uM* Tu muy uV* 
= N#+_ - yo == 
P anf * (Er DE (i 527) ER 


SUM 形 是 一 个 宽度 为 4 的 带 8B， 则 从 (16.6) 和 (16.7 )， 容 


V* =pVA, F* = p(FA+ 2V), 

2 (16.13) 
M* = p(MA+ SP), N* = (A+ x) 
因而 


* | * * 
viv FA 2Y 


oV? >? 


8M* A! — FRA + 22! V* 


M= 8pA3 , 


QI eee (16.14) 
JUBN*,V*, Pr, M* 对 应 于 带 的 每 单位 面积 所 遇 到 的 粒子 。 
车 粒子 不 全 等 ， 则 V,F,M 表示 对 于 所 有 粒子 的 平均 量 。 我 
们 可 以 用 至 少 两 个 不 同 宽 的 带 所 测 得 的 从 * 来 推 得 p 和 MM 的 值 。 关 
于 网 忆 和 补充 ， 见 了 lias[166] 书 中 C ,Baca 的 论文 。 常 用 的 动 图 形 
是 一 个 随机 平面 E(4= 0 的 带 )( 图 16.1) 或 一 条 随机 直线 G (f= 
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0, uc OUS ED (图 16.2) 。 我 们 将 分 别 考 虑 这 两 款 


^. 


2. 和 随机 平面 的 截 痕 


假定 一 定数 目 互 不 交 县 的 凸 烷 子 随机 地 分 dE TE TP RG 
肉 。 假 定 所 有 粒子 都 和 一 个 止 体 正 相似 ， 而 4 表示 相似 比 : AK, 
表示 和 天 相似 而 相似 比 为 4 的 凸 体 ， 因 而 K ;= K, HO) RER 
O 内 每 单位 体积 中 ， 相 似 比 在 4 与 4+ d4 之 间 的 粒子 数 。 
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用 一 个 随机 平面 E 和 QQ 相交， 并 设 hCo)do 为 在 0 人 内 每 单位 
MEt, PRERE C 与 rc+ dc 之 间 的 个 数 。 现 在 我 们 将 要 
考虑 的 课题 是 由 koc) 求 妃 (4)。 这 个 课题 在 好 几 个 领域 里 有 应 用 
《〈 见 [335， 第 86 页 ] 以 及 其 中 的 文献 )。 

VE OC WEN K 的 面积 o 的 概率 分 布 ， 即 对 于 一 个 随机 选取 
的 平面 ， 截 痕 面 积 在 与 c + dc 之 间 的 概率 。 用 om 表示 ?的 最 大 
值 ， 则 


focos =1, 
° (16,15) 


["e@corae =2nV/M, 
0 


其 中 第 二 个 等 式 等 价 王 (4.76) 的 第 二 公式 .车 $0 , 力 表示 E 人 NK， 
的 概率 分 布 ， 则 BC0,1)= BC0)， 因 而 
do, AAAS) = 由 (Co/Xda， 
RE 
60,0 = 33 073). (16.16) 


函数 由 (c) 一 般 并 不 简单 。 如 能 对 于 简单 的 凸 体 ， 例 如 单 ( 纯 ) 
形 或 正方 体 求 得 它 ， 将 是 有 意义 的 .。 我们 将 对 于 这 球体 给 出 
po). HR, £x=1-1, BR 可 以 求 得 一 个 随机 截 靖 的 面积 
在 " 与 r+ dr 之 间 的 概率 是 dix e r1 o0 /#dr, {ho =xr*,do 
= 2xrdr, 故 面积 在 0 与 9+ do 之 间 的 概率 是 [Cx - 0] 1/20, 
于 是 
$o) = 1/(2v/x (a—-0)7*)9, (16.17) 
对 于 半径 为 4 的 球 ， 根 据 (16.16)， 就 有 
$(0,4) = 1/(2v/x À(xÀ*—0)!71)9, — (16.18) 


D AXEL -a 
DS IOXXXiw. —— PH 


泽 者 
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或 者 ， 由 于 0m = nA, 
(0,4) = 1/(2v n À(G4,—0)!7?1 D, (15.19) 


VEM Um M oki dem K Rm © 的 中 曲率 积分 . 相似 比 在 4 与 4+ 
d4 zu ELT BR VHA, HipV RARO AM, qiiid 
分 粒子 中 ， 被 一 个 和 Q 相交 的 随机 平面 E 所 裁 的 平均 个 数 是 
(M,/MQ)VH (AGA, 3e pL RE ssp bo, À), RESTE BOR 
ENK MIERDA, HAL gi day, BURN fos 
o + do Zi. HAMA = (0/04)! ^* SijÀ = co 积分 ,就 得 到 开门 E 中 ， 
粒子 截面 积 在 0 与 0+ da 之 间 的 个 数 的 平均 值 ， 即 


dof” a Mi /M DVH ABC ,A)dA,® (16,20) 
(5/0 q) 


由 于 在 CNE 的 每 单位 面积 中 ， 粒 子 截 盖 面 积 在 0 与 o+ do 之 
间 的 个 数 的 平均 值 是 hcCo)ao， 而 截 六 NE 的 平均 面积 是 
2xV /M, ik i (16.20) # F2 xV/M 9) k(o)do , fl (16.16), 
就 得 方程 
f. A716 Co /A HA = (x /M)R(O , (16,21) 


toa.) 172 


RoBaeJgHTAXXM,-AM,gEE A Me M, 方程 6.21) 是 表现 
HO) 和 h(4) MRAMEITE,. MERONE LET R AN 
量 ， 可 以 估计 ic)， 然 后 由 (16.21) 计 算 妃 (4)， 这 个 方程 含有 函 
数 由 (co)， 而 %(c) 决 定 于 粒子 到 的 形状 ， 一 般 难 以 计算 。 我 们 将 
考察 一 些 特 款 。 

CD 球形 粒子 ， 若 天 为 球体 ， 可 令 4=r( 球 的 半径 ) 。 于 是 
AM = 4x，om=Tr， 因 而 利用 (16.17)， 方 程 (16.21) 化 为 


H«A)dà — 
f. EI DAR Us = VRAD, (16,22) 


O RXEKES. — # E 
O 原 书 积分 下 限 是 0。 一 一 译 者 
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Fea) =s, H (8) = HC/ /Ys hyo) = 2uhlo), Wi 
(16,2:2 153g 


isn opie = ho), (16.23) 
这 是 一 个 Abei 型 积分 方程 。 它 的 解 是 (参考 [125， 第 158 页 J? 


A’ a 
H,(s) = 一 xl. aise (16,24) 


Sich ig Wie S. HOMO, XS BERTA IR 


h' (0) 


H(A) = arf, do. (16.25) 


AS DICE RO DHL Ba CO (a (ro) dr = hodo = CQnE 的 每 单 
MERR, MTRS 与 7+ dr 之 问 的 个 数 )， 则 = xr, 
hco) = g(A)/2nr, h' = (g(r)/r)! /Axr, di(16,25)4528 


af > d 
H(A) = - SEA) (PE ABIT (16.26) 


3x E Wickselll 724) Ari $089 2x 3X. 
(2) UEBER BCEF. X«SDCT CERE Co) ALA 
PCO) »a(04 —0)^* O (16.27) 


状 的 粒子 ,相应 的 公式 成 立 ! 在 (16.27? 中 ，0 委 5 魏 Cm， 面 当 5> 


om 时 ，$(c) = 0， 其 中 4,4 则 是 常数 。 球 形 粒 子 对 应 于 4= 1/2, 
a=1/2V x, 由 (16.15) 可 知 


a a 2 
pon?" ^b GTW- M^» (6.28) 


而 由 此 得 
a=poz?, k=1-P, p= (Mon/2xV3-1.(16.29) 


D 应 假定 上- 1,2， 人 参见 公式 (16.28) 。 一 一 译 者 
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RMA, HERA A Ko, SP /AMMP EV, 
pM F(gnV)-'- 1251/2, Miiusı/2. BB 5,2088 6.2D, 
得 

- A28-1H (A, 
mf 0.) 172 CO pA? ada = ank(o)D 。 (16.30) 


这 是 一 种 推广 了 的 Abel 型 方程 ， 其 解 是 〈 见 [125， 第 1593) 


H(A) = - 


40 A? O70 cf A’ (o) do 


aM o A20 — 0,4217 

(16,315 

D 全 等 的 粒子 。 若 在 & 里 的 粒子 是 全 等 的 ， 每 单位 体积 有 
NA, BRAT LAI OBEN RA Dirac 6 函数 ， 更 具体 些 
RAT AA A FERREE BOCA), AALA = 0， 而 


fear = 1, 


其 中 积分 域 包括 4= 1。 这 样 ， 对 于 在 /= 1 连续 的 任意 函数 OCD, 
方程 


jamsrdr sq» 


成 立 ， 其 中 积分 域 也 包括 和 =]。 这 时 (16,21) 给 H N 2 2xh(0)/ 
Mpo), De Hoff( 142,2, b E Zt T IBISIUETET- gk. 


$. PREP SER) EUN 


我 们 沿用 上 面 记 号 ， 现 在 考虑 和 一 个 随机 直线 G 的 截 痕 。 
设 hC(o)dc 为 当 QNG 的 长 在 0 与 0 + da 之 间 时 ， 它 的 每 单位 长 所 过 
AFR. PETE FRA CA) ANCOR, 

由 于 直线 C 上 @ 的 弦 长 平均 值 是 4Ve/F。， 其 中 Vo 是 的 体 
积 而 fo 是 的 表面 积 ， 当 弦 QN 6G 的 长 在 0 与 + doc, MC 


© 原 书 积分 下 限 作 wo — ER 
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RIRE EIN LO Vo/Fo)hto)do, Ai. BIG 相交 而 
相似 比 在 4 与 4 + A 2 fal tty RT SE CP / FO VH da, 其 
PF RRK RER. RK AFA = TR BLE TIO Co) do 
HAGN RES Go + do Al RR. PARE, JA 
RER EEO CO, A) =A Pl JDE RKE o 与 c+ dc 之 间 的 平均 
数 是 

dof” (FAAFOVHO GO DA, (16,32) 


其 中 xm 表示 下, 在 C 上 所 截 出 的 最 大 弦 长 。 令 这 个 值 和 
(AV o/ Fg) Co)do 
相等 ， 并 利用 = VF, RPP = EEK ORR, RARE 
| Abco/MHCAdA= (A/P)hCo), (16.33) 


这 个 方程 的 解 依赖 于 600, 对 于 球形 粒子 ， 
由 Co)da= (0/2)do, om=2, F= 4x, 


而 (C16.33) 化 为 

f H (À)dÀ = (2/on)h(o), (16.34) 
它 的 解 可 以 立即 写 出 : 

H(A) = - O/M (4(2A)/À). (16.35) 


对 于 一 切 粒 子 全 等 的 款 ， 假 定 每 个 单位 体积 里 有 上 个 粒子 ， 
我 们 可 以 把 H CEN AA Dirac6 ER 数 之 积 ， 从 而 (16.33》 
给 出 N= 4h(0)/FO(o), 


4, id 


OD 进一步 的 结果 。 关 于 与 本 章 课题 有 关 的 细节 和 文献 ， 本 
2 % Duffin[154], Kendall 与 Moran[335], Moran[430], De 
HofftjRhines[ 142), Bodzioni[ 54,55], Matheron[ 400], Santaló. 


[573]。 也 可 以 参看 [166J] 里 者 干 有 关 的 探讨 。 Nichelson 45071 
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one BET MTG ie ek. Watson[708] 提 出 要 警惕 一 些 常用 的 fr 
计 子 的 不 良 统计 属性 。 Miles[ 416] 把 许多 立体 度 测 结果 推广 到 高 
维 空 间 。 还 可 参看 [321,322]。 

MarrioiL59]] 考 虑 具有 固定 长 的 细 杆 ， 其 中 心 均匀 地 分 布 在 
一 个 平面 域内 。 若 细 杆 和 一 个 固定 方向 所 作 的 随机 角 是 P， 而 9 
的 密度 函数 (98) = 201 + keos2G)/x,(-1<k<1), Hk 
个 未 经 指定 的 常数 ， 我 们 可 以 求 一 组 和 该 固定 方向 作 0 角 的 平行 
线 和 诸 杆 相交 的 概率 。 车 有 两 组 对 应 于 不 同 o 值 的 平行 线 ， 而 分 
别 求 得 它们 和 几 个 杆 相 交 ， 我 们 就 可 以 估计 每 个 单位 而 积 诸 杆 的 
总 长 以 及 参数 K 。 

Sidak[609] 考 虑 了 球体 的 一 个 集合 ， 并 令 一 个 厚度 为 4 的 注 
片 同 球体 的 裁 痕 。 设 工 为 芍 片 上 球体 截 痕 的 最 大 直径 ， 而 X AR 
体 自 身 的 直径 。 若 取 不 同 厚 底 A, 的 两 个 薄片 ， 则 ECX) 可 以 
用 EY), EY), 4, ARKA. 

Tallis[667]25 0 T 3 5875 ri E e MAA AE A AAA. 
Giger 与 Riedwyl[229] 考 虑 了 直径 作 正 态 分 布 的 球形 粒子 集合 
Jakeman 与 Anderssen[321,322] 报 导 了 关于 立体 度 测 问题 的 计算 

Duffin, Meussner 55 Rhin[154a] (Aj 8S] Z8 [154075 ET 
TERRE Pr Fy EL ER AE TEL O MA EB À Éy f EHI AN] 
a. fd A HR LULA S ERR X0. Ca) ROA 函数 Ca(s) 
是 在 每 立方 厘米 中 直径 大 于 s 的 球 的 平均 数 ，(b) 圆 分 布 函 数 
G(s) 是 每 平方 原 米 中 直径 大 于 s 的 圆 的 平均 数 ( 这 些 圆 是 一 个 
平面 和 球形 粒子 的 截 姜 )，(c) 线段 分 布 函 数 G1(s) 是 每 厘米 中 长 
BAT s 的 线段 的 平均 数 ( 这 E 线段 是 一 条 直线 和 球形 粒子 的 截 
3D. GS, = 个 分 布尔 数 之 间 是 用 Stieitjes 积分 互相 联系 着 ， 


à) G(s) = -f (ut — st) aG (u), 


G(s) = -2f (u? — $2) 717? dG,(u), 
TJs 
di) G,G)s - (free - mac, 


nog 
G(s) = - es 


“xs ds? 
Gib G, (9) = - [ae - 536,05, 


G(s) = - ibo — $557"? dG Cu). 


一 个 具有 G(s) = AexpC — ks?) MEAR 4) 8 ER NU Gauss 
布 函数 。 于 是 有 以 下 定理 ， 

BDA C,C,C. 中 有 任意 两 个 成 比例 ， 它 们 就 部 是 
Gauss 2-7 HR. HCN PH She Gauss # HR, AE TA 
X. 

(2) SEF REED HAS. EIE BERE ST FH PS TUBES RE En co 
RECS, AHA AAA 90): 一 个 是 放 在 一 个 不 透明 的 
介质 里 的 球形 粒子 直径 局 的 概率 密度 函数 ， 用 G(D) 表 示 ， 另 一 
个 是 一 个 随机 平 政 所 截 出 的 圆 的 直径 的 概率 密度 函数 ， 用 CD) 
Xon. dE» 表示 每 单位 体积 内 球形 粒子 的 平均 数 而 Do 表示 一 个 
随机 选取 的 粒子 的 直径 中 值 ， 则 

F(D/2) 2 2vG(D), 9(D/2) = 2vD,6 (D), 
于 是 (16.22) 和 (16.26) 化 为 | 


D f> GG) 
Der ct 
oc ) D, f (t? 一 peyra dt 


, 


O EXBATRAT, —- 4 
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按照 Kendall 与 Moran[335]， 我 们 可 以 把 一 个 分 布 的 诸 4E 
四 另 一 个 分 布 的 诸 矩 表示 。 令 
M,= F DGORdg, m= [ t^$ (idt, 


MAR 
Ma = JaaPa My, h= -1,0,1,2,+.., 
nm 


*72 
Ja =f sin*0d0 = 


D, 的 值 是 


ET. 
E vo 表示 每 单位 面积 里 圆 的 平均 个 数 ， 则 mm=2?DPe， 因 而 
» 可 以 估计 为 


ps a») f ($6 ()/t)dt, 


在 (16.35) 里 ， 也 可 以 引进 概率 密度 国 数 C(DP) 和弦 长 的 概率 
密度 函数 *(c)。 这 样 就 得 ACO) =s(o)vaD,/4, HPD, BD Hh 
值 ， 而 (16.35) 化 为 C(D) = - (D,/2)(sCD)/D)’ [335,309c]。 

3) 接近 球形 的 粒子 ， 当 介质 里 的 粒子 不 是 球形 时 ， 本 区 的 
结果 不 那么 令 人 满意 。Wicksell[724] 考 虑 了 椭 球 形 粒子 ,进一步 
的 文献 见 [335] 。 

对 于 和 球形 差别 不 很 大 的 粒子 ， 有 具体 地 说 , 当 概率 密度 (0) 
WSR 6 (0) = (aa)“， 其 中 a,4 HAE 


fr $(o)doz1, [7 od(o)do = AV/F o 


产 确 定 的 常数 时 ， 有 一 个 类 似 (16.35) 的 公式 :在 上 面条 件 中 ， 


O 原文 两 积分 上 限 均 作 ce。 一 一 译 者 
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V 和 依次 为 对 应 于 4=1 的 粒子 的 体积 和 表面 积 。 我 们 有 


_onmnF-8V _ a+ 
a E 
这 样 ，(16.33) 化 为 
7 LA 2 4 
MEE HQ) dh = aan» 
因而 Aen! 


ye _ h(t mA) 
HA) = assu AR ) 
这 是 (16.35) 的 推广 。 


CD 立方 粒子 的 量 分 布 。 若 每 单位 体积 中 的 粒子 数 是 Nv, 则 
一 个 截面 上 每 单位 面积 中 的 粒子 截 靖 数 是 Na = NyM/20(4 = 0 时 
的 Q8.13)》，。 若 粒子 是 共有 随机 正 向 的 全 等 立方 体 ， 则 M = 3ra， 
其 中 a 是 立方 体 的 楼 长 ， 因 而 Na = (3/2)Nya。 所 观察 的 截 痕 可 
能 有 大、 四 、 五 或 六 个 边 ,平均 起 来 ,四 个 边 的 占 总 数 的 48.7%。 
急于 有 些 截 痕 接近 亚 方 形 ，a 可 以 近似 地 计算 ， 而 上 面 方程 就 可 
以 用 来 确定 Ny。 

这 样 的 粒子 散布 也 可 以 通过 线性 截 痕 来 分 析 。 这 时 ， 在 截 线 
bs rk LAF BRR ENT = (f/4)Nv， 其 中 是 粒子 的 面 
积 。 对 于 立方 体 ，f = 64，N = (3/2)Nva， 合并 这 些 方程 ， 就 
Ny 22N1/3N,, aS N,/N CA 4221). 

(5) MERRER. SBR, KATH 
成 一 个 Poisson 场 ， 每 单位 体积 里 平均 有 4 个 中 心 。 设 Sa 为 随机 
妹 ， 它 的 半径 共 大 于 粒子 半径 ， 我 们 考察 如 何 从 Sa 和 粒子 截 况 的 
量 分 布 来 估计 粒子 的 量 分 布 。 若 一 个 半径 为 7 的 球 Sr 和 Sg 相交 ， 
在 刀 > 了 的 假设 下 ， 截 出 的 圆 半径 在 与 e+ dp ZU EEE 


3CR? + 3r? — 4p?) p. 
FORE 7 Cr p 9^ (16.36) 


x Find 为 一 个 随机 粒子 半径 在 5 r + dr 之 间 的 概率 。 
在 一 个 半径 为 R 的 任意 球 上 的 每 单位 面积 中 ， 和 读 球 相交 而 半径 
Er grad ZUR YE 393 9 (2/3) (3r n7 RP) FCdr, 因 
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此 ， 和 sa 相交 的 粒子 半径 分 布 的 概率 密度 是 
| (r +73/3R*)F(r) 


fn) = . 
Í (rx 73/3RT) F(r)dr 
o 


所 以 ， 若 用 rrs 表示 1 BA BE) FERIA (16.36), 就 得 
观察 到 的 半径 (粒子 在 Sa 上 的 截 痕 半 径 ) 概 率 分 布 是 


3p RT (RE 3r? - 4p) (1 + r?/3RY) F(r) 
(p) = n. (GR? + r2) (r8 — pey /3 dr, 


RE CO) Er) 相 联系 的 积分 方程 。 半 径 2 同 截 痕 
SNS UEH S4 上 的 圆 ?的 球面 半径 之 间 的 关系 是 0= Rsina。 

现在 假设 用 构成 Poisson 场 的 无 限 多 个 随机 平面 把 空间 随 机 
地 分 成 吓 多 面体 。 若 每 单位 体积 的 多 面体 密度 是 4， 则 在 一 个 随 
机 截 平面 上 的 多 边 形 密 度 是 (9r/16) ^ A*7* [430], 车 (4/3)TR4 
盖 0， 则 在 一 个 半径 为 尺 的 随机 截 球面 上 所 得 凸 球面 面积 的 密度 
EA, = (9x/16)*1*42/3 — ((62251!7? /16 R)A17?, 据 此 ,可 以 由 一 
个 半径 为 尺 的 随机 球面 的 截 痕 来 估计 A. 

(6) 模式 分 析 。 积 分 用 何 与 模式 认 状 中 的 一 些 课题 有 关 。 这 
类 课题 是 ， 当 我 们 只 能 观察 到 某 些 纯 几 何 对 象 的 变形 或 其 部 分 表 
像 时 ， 如 何 把 它们 还 原 。 典 型 的 问题 有 通过 一 个 n 维 区 域 4 在 
哆 氏 空 间 里 的 样板 把 它 还 原 ， 或 者 已 给 一 组 纯粹 图 像 的 一 组 变 
形 ， 识 别 出 原 来 那 组 图 象 ， 参看 [15,16,237] 以 及 那里 的 文献 ;还 
可 以 参考 [199,457], [2062], 

(7) 用 随机 平面 来 分 韦 一 个 立体 ， HED 为 E3 里 一 个 域 ， 它 和 
球体 拓扑 等 价 ， 但 不 -- 定 是 是 的 。 设 V ,FF,M 依次 表示 DD 的 体 
A. RRA hes. 设 Do 为 DPD 的 是 包 。 取 和 如 相交 的 7 个 
独立 随机 平面 ,Ec,… ,Es。 则 有 下 列 积分 公式 ( 见 Santal6[L544， 
553]). 

@) &NRABTDNETFENRTARG UN 
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UNE, AGE, for AGE, = n° ( i prev, (16,37) 
+ D 


其 中 Mo 表示 AD, fri t BUS. ihi PUn VEL AD 48 38 05 re 
平面 组 ， 
Cb) 车 入 ,表示 两 个 平面 的 交 线 和 3D 的 交点 数 ， 则 


f N,dE, Ave Ad E, = (3/2) (5 rr. (16,38) 


(c) HR RAR aS PGS ÉD 所 得 区 域 数 ， 则 
[Ra AE, 


ee QD) em une menace 
(16.39) 
由 这 些 公式 可 以 推 得 以 下 中 值 
EN) = x* ( um Eno (25 are 


af t\V nè F M 
ECR) = x (3 jus + CG htt 
在 Es 里 取 一 个 同体 K。 浪 同人 个 平面 E1,…,B4 把 KK 分 割 所 得 
的 区 域 。 注 意 每 一 个 内 顶点 属于 八 个 区 域 ,而 在 KETUN E 
于 四 个 区 域 ， 可 知 每 个 区 域 的 平均 顶点 数 是 (8N;+ 4N,)/R。 IR 


此 ， 车 变数 Ng 表示 每 个 区 域 的 硕 点 数 ， 可 以 用 下 面 记号 表示 n 
应 的 中 值 比 ; 


fon GNP LAG 


(16,41) 
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SHARE, TUE E® CA) = E(AA,7 2A, /EG FE EAN 
[CS BFR, AAPA A RBA OK PAS ER. HT 
GN,+N,=2A,, 4N,=2A,, Ay 


12bE CN) +6E(N,) 


E* (Ap) = ECR) 


se( :) nV + 12( 2 Jura 
~a( 7) aV (5) FM + 4m + 19M 
(16.42) 
每 个 区 域 的 面 数 Ca 的 中 值 可 以 从 最 后 两 个 中 值 和 Euler 关系 
Np-Ag+Ce=2 Eth. EERE 
24( 3 Jav +6 VeL +8(n+1)MS 


.(16.43) 


+ e 
EXC) = (7) mV e (2M + 46 + DM 


为 了 计算 每 个 区 域 的 面积 的 中 值 ， 注 意 车 0:29 ELO K B8 il 
Pi Wy 


[x SadE, [ir AdE, = 2nnV M *-1, 
E( Do.) e 22m /M), (16,44) 


而 由 于 每 个 内 面 属 于 两 个 区 域 而 Ok 上 的 诸 面 的 总 面积 等 FF, 
每 个 区 域 的 平均 面积 可 以 确定 为 


EMSs) = php (A+ F), (16.45) 

而 每 个 区 域 的 平均 体积 是 
E*(V_) =V/ECR), (16.46) 

其 中 ECR) 的 值 见 (16,40)。 


C8》 关于 随机 焉 面 所 形成 和 的 多 面体 的 中 值 . Rae, E 
341 


是 含 在 凸 集 天 里 而 长 度 为 s ARR, MARK AE RL 
面 也 和 Ko 相交 的 概率 是 xs/M， 因 此 ， 车 有 "7 个 随机 平 面 和 KK 相 
交 ， 则 恰好 有 mm 个 和 Ko 相交 的 概率 是 

pa= (5, )ens/M)*Q —28/M3*, 


假定 把 KK 扩充 到 整个 空间 ， 同 时 随机 平面 的 个 数 按照 以 下 规律 增 
K: 


n 4 > 
m R’ XB A 为 正常 数 ， (16,47) 
则 容易 看 出 ，p% 的 极限 满足 Poisson 定律 
ps = lim p, = (CAs) */my e744, (16,48) 


在 空间 ， 这 样 的 平面 分 布 叫 做 一 个 Poisson y, RAH AS 
& À 的 一 个 均匀 Poisson R. mA PIR E(m)=4s, He A HT 
FEB TP A ERE PER, 注意 对 于 任意 扩充 到 
BL SAMAK, BA PF/Y--0,M/F-0,M/V--0, BK RIE 
状 无 关 ， 故 由 《16,41) 一 (16,46)， 可 以 推 得 ， 当 空间 被 一 个 具有 
参数 4 的 均匀 Poisson 系 分 割 成 多 面体 时 的 下 列 中 和 值 ， 
E*(N,)—8, EX(Ap)>12, E*(C:)—6, 
E*(S5) 9L, E*(V a) s. 
关于 an,Sa 等 等 的 真正 中 值 己 (给予 适当 的 定义 ) 和 它们 的 二 
阶 徐 ，Miles[418] 求 得 下 面 诸 值 。 
E(NQ)28, E(S,)-24/nÀA?, E(V:)=6/xA, 
E(Cr)=6, ECN}) = (13m? + 96)/3, 
E(N 25g) = 281/47,  E(S$) = 240/44, 
EiN VD) = 82/48, E(SaV p) = 96/45, 
EW 4) = 48/48, EW) — 1344n/A5, 
ECCaV g) = CES), EA 
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此 外 ， 营 La 表示 一 个 多 面体 的 棱 的 冲 长 ， 而 Ma 表示 它 的 中 
曲率 积分 ，Miles 证 明了 
E(Lgy)212/^4, ECMer)=3/2%4, | 
E(QN&4Lg) = 20587 +12)/4, EQL3) = Qui? + 24/4, 
E(N¿M 33 = (1327+ 48)/124, 已 (LRAMR) = (52? 4 125/2A*, 
ECM?) = (132? +48)/484, ECC alg) = (52? + 36)/4, 
E(LpSp) = 720/48, E(M,S 9) = Cin? 4 12) /n5, 

E(C&Mg) = (131? 1200/124,— ECLSV D = 24n/AM, 

E(M ,V 4) 22(1* 4+ 3)/nA4, ECC?) = (137 + 336)/12, 

i WL GE de zs RELAY ARS f Ps A9 B BUT AB IE ZE 
2E 5h. MEANS FERNE TE TI, WAR UE 
n 

E(V Z) = 288/n?i®, 

在 [399 一 401] 里 ， 可 以 找到 关于 随机 集合 的 有 趣 而 有 意义 的 
结果 ， 以 及 它们 对 Es。 中， 超 平 面 的 Poisson 系 所 分 割 成 的 随机 多 
面体 区 域 的 应 用 。 参 看 [333]。 

(9) 空间 随机 分 割 成 了 胞 腔 。 第 二 个 第 4 5 ré nb ALE ER 
容易 推广 到 已 。。 为 简单 起 见 ， 我 们 将 考虑 "= 3 的 款 。 下 面 的 模 
型 是 有 趣 的 [405,230]。 设 PG= 1,2,…) 为 在 已 里 均匀 分 布 的 一 - 
个 可 数 点 集 ， 其 密 底 是 每 单位 体积 里 个 点 。 然 后 把 空间 按 下 面 
规定 分 成 区 域 或 胞 腔 : C; 含 有 空间 一 切 距 P; 比 距 P;(7 关 局 更 近 的 
点 。 这 样 C; 就 是 一 个 凸 多 面体 ,因为 它 是 几 个 半空 间 的 交集 。 P. 
称 为 Ci 的 中 心 。 图 16 .3 表示 平面 上 一 个 例 。 这 个 模型 在 矿 物 学 
中 是 有 意义 的 .了 P; 代 表 长 或 C ;的 原始 核 或 种 子 晶体 的 位 置 。 我 们 
假定 一 切 晶 体 在 同一 时 刻 开 始 生长 ， 而 且 在 一 切 方 向 以 相同 的 速 
度 生 长 ， 它 们 在 空间 位 置 圈定， 而 且 当 它们 相遇 时 不 互相 排挤 . 
设 Sx 为 一 个 胞 腔 的 表面 积 ,Lg 为 它 的 楼 的 总 长 ;Np,Aa,Cr 为 它 的 
项 点数 ， 棱 数 和 面 数 ，? 为 一 个 平面 上 每 单位 面积 里 所 截 的 晶体 
E. 这 样 ，Meijering[L[405] 求 得 以 下 中 值 。 
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E(S,)=5,821p7?”*, | E(Lg) =17.50p7'73, ECN,) 227,01, 

ECAR) = 40.61, E(Cp)=15.54, Ev) =1,458p77*, 

一 个 面 的 边 的 平均 数 是 3ECNg)/ECCr) =5.23。 若 和 上 节 用 
随机 平面 分 割 以 得 到 多 边 形 时 的 对 应 中 值 相 比 较 ， 可 见 BCN p), 
ECAR) ,ECCn) 痢 相差 一 个 因子 3 。 HB > Mn = 3 BF A xX 
个 因子 将 是 有 趣 的 。 

Johnson 与 Mehl[325] 考 虑 了 更 复杂 的 随机 骨 装 ， 他 们 假定 从 
初始 时 刻 上 = 0 起， 每 单位 体积 中 ， 种 子 晶 体 以 每 秒 TUR 
率 出 现 。 在 这 个 模型 里 ， 胞 腔 的 面 不 是 平 的 ， 曾 且 不 一定 是 唔 
的 。 沿 用 上 面 的 记号 ，Meijering 对 Johason-Mebi 模 型 得 到 下 面 的 
中 值 ， i 
E(SR)=5,14307?3, E(LgQ)-214.7107?, E(N¿)=22,56, 

E(AyY=33,834, E(C:)>13.28, Ev) =1,.225p?”%, 
其 中 p= 0.8960(2/v) */* iff v 表示 胞 腔 生 长 的 速度 .Gilbert[230] 
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对 这 些 模型 计算 了 其 他 中 值 和 方差 。 例如 ， 对 于 前 一 个 模型 ， 一 
At Reg RRA AE BR 27 EE 0.18007? 而 对 于 Tohnson-Mehl HAI, 它 是 
1.1360-?。 这 些 值 比 用 随机 平面 来 分 割 空间 时 要 小 得 多 ， 而 这 是 
可 以 预料 到 的 。 其 详情 ， 补 充 ， 与 参考 文献 匈 Miles FRE 文章 
[418]。 
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第 四 篇 


常 曲率 空间 积分 几何 


第 十 七 章 ” 非 欧 积分 几何 


1, n 维 非 欧 空间 
设 P, 为 n 维 实 射 影 空间 。 设 en Kay teen BR X AT UAE 
ts, MISE VE ATA 
P=x} +x? poet xi. +exi=0, (17.1) 
Jr e 的 值 是 +1 或 -1。 
我 们 氢 定 把 不 属于 加 的 x 点 的 齐 次 坐标 标准 化 ， 使 得 
PCx) =1/eK, (17.2) 
其 中 大 是 一 个 正常 数 。 当 8= —1H8, Be PGO A BE 
"eb, CE E f 198 Ath s e 
实 工 维 非 欧 空 间 的 定义 如 下 : 车 = +1， 它 是 P 一 切 点 的 集 
f es -1， 它 是 ?一切 满 足 P(x) 过 0 的 点 的 集合 ， 但 下 面 我 
们 还 要 规定 它 的 运动 群 和 度量 。P4 的 7 + 给 平 面 也 是 非 欧 空间 的 , 
维 平面 (r= 01 ,0—- 1) OO dioi © AL AB RE ASE HB TE he MT 
FA. c= +1, 没有 实 点 ， 这 时 空间 称 为 笑 圆 非 欧 空 间 ; <= 
E PERRA, SES ARANA PC <O) 
PI ri ER A ERA. APA P , e AB Rp AS ATH Hl 
=, PSEA AS A PA 7 维 半 球面 ， 但 要 把 其 边界 上 
每 条 直径 上 的 两 个 端点 看 成 同一 点 。 关 于 细节 可 以 参考 Busemann 
H3 Kelly[78]. 


EA, a(a,,a, » sn) ff bbas bis = ba WY Be X dé 


«a,b» =<b,0> = >) a,b, sanbn， <a,a=1l/ek, (17.3) 
i = 


O 8 是 指 二 次 超 曲面 (4z) = 0. 一 一 译 者 
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引用 和 矩阵 记 法 ， 二 次 超 曲 面 (17.1) 可 以 写成 


1 0 0 

0 1 eee 0 
$(x)mx'Oxz0, Q= » (17,4) ` 

0 0 see £ 


其 中 x* 现 在 是 一 个 nx1 EE, RERE r TKR, Mr 
是 它 的 转 置 。 利 用 Q@ ， 内 积 可 以 写成 
«a,b» = a*Qb — b'*Qa, 

PEMA CH S RE Rea, 它们 构成 一 个 群 ， 
HM’. NER x! = Ax 是 非 欧 运动 的 一 个 充 要 条 件 是 ， 
对 于 一 切 点 x Px’) =x At QAx= xtOx, Ami A'QA=Q, 

注意 内 积 在 非 欧 运动 下 不 变 # 因为 

<a! ,b'>= af ATQAÁb - a'Qb = (a,b), 
PUE <a, 0>= 0 PR eR. AU E = -~ 1)， 实 点 的 
共 罗 点 都 是 伪 点 。 

设 n+1l1 个 点 四 ,a1,。…,a" 为 一 个 自 共 轿 单 形 的 顶点 ， 即 它们 
WE <a ,af>=0;;/eK, Herp 611 是 Kronecker 15, BEER 
点 并 考虑 方 阵 

A=((eK)!:al, (£K)*7a?,0.., (eK)'/3a* ,K1/2a0»), (17,5) 
CRIE (eK) a, ee, Ka Qs. JAR E, ELA A'QA= 
Q, Wig x’ = Ax 是 非 欧 运 动 。 按照 动 标 法 ， 非 欧 运动 EM 的 
Maurer-Cartan 齐 式 可 由 下 列 诸 关系 确定 ， 当 := 1,2,…,m 时 ， 


d((eK)/*ai)z S wie) 11243 + go  K'"*a9, (17,6) 


ad 


d(X a0) = S es (EK) tal, (17,7) 


3-1 


ZA a’ $0 a? 乘 (17.6)， 得 


wj,=EeK<a?,dat>= — aj (1,771,2,*,n). 
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we = Y €eK<a',dat>= — s e EK<a' da>, (17.3) 
Ma RUT., Y 
wj,= V e EKL ‚dav>= - Ve eK a", dat», 
内 而 有 关系 


Vi T £094 0, Woj tEwj FI (17.9) 


微分 (17.6)， 得 结构 方程 


dej, = Dein AUR, dés, =E SN orn Ano. (17,10> 
è =c 


4-1 


两 点 4a.b 之 间 的 非 欧 距离 s 用 


o 
cos( (EK) I? s) 
Ka, bp = TRAE (17.119 
ME. 
车 a,5 为 实 点 ， 距 离 是 一 个 实数 。 在 5= 一 1 的 款 ， 可 以 令 
cos(w — K s) = cosh( V K s)2 (17.12) 


两 个 共 轿 点 之 间 的 距离 s 满足 条 件 cos((eK)'s,) = 0, 因而 
s,-x/Q(QK)7»)80; £= +1 时 ， 这 是 实数 ，s= - 1B], TER 
数 。 通 过 任意 点 a ， 取 任意 直线 G ， 容 易 看 出 ， 在 6G 上 总 有 和 
共 轿 的 一 点 5 ， 它 和 a 上 距离 的 代数 值 就 可 以 是 s, 又 可 以 是 -5 
由 此 可 见 , 具 有 曲率 的 椭圆 空间 的 直线 都 是 长 度 为 n/V KEA 
£k. 

ig a= a mb RÉF O, RRE. TE att 
Ba’, «b,a» —a(eK)7, MH(17.1D) f a -cos((eK)!?s), B— 
FE, BIA<D,b>= (eK) Xo -B-1. Ak, BA sy % 


I 原文 无 外 画 括 弧 、 下 面 还 有 类 似 情 况 。 — EF 

2 ”原文 无 揪 弧 。 一 一 译 者 . 

Œ  cos(GKE) 1/2 sy 2 0 S WIE rx2cÉR 0/2. — RR 

& BXAARRM. As. 和 — 5. YAFAA BO: 出 此 可 见 。 


具有 曲率 到 的 椭圆 空 站 的 直线 是 长 度 为 zx/w 民 WAR’, —— dE 
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b 2 cos( (eK)! "s, )a? +sin((eK)'7s, al, (17,13) 
BEC, a 国定 而 ?在 直线 Ca 上 运动 ， 则 
db = (EKY7( — sine (eK)! /*s,)a, + cos((e K)!"7s,)a'5ds;, 
(17,14) 
fe RMB, a= Of, da= (eK)'atds,, IK À RR MM 
(17.9). WB 
ds; = Kam —eK "uy, (17,15) 
在 a FAQ TA ds, Ads, A ee Ads as HI 
dy = Kto, A Wag f, ttt NO ny 


=(-E PK F wg A oe N Bons (17.15) 
经 过 a 而 在 平面 ata? 上 的 两 条 直线 之 间 的 角 0 用 
Cos 中 = eK<a’ ,b’> (17.172 


确定 ,其 中 a! 6! Fs a EPA PAAR Ea EN RETRO LS 
a’=a', Wi cosp-eK«ca',b'», Mio” 在 直线 aa? E xs EN 
假定 直线 ab" EX 0er FA, WR - sinpdp = 
eKca' .dó^», Æ b’ =a’, Wl o 3/2, Mi Æ latat PRL, 对 
WFR ata’, Basa, Wy a! Blo 的 转向 的 角 元 素 可 以 写 
成 
d@;;=eK<a' ‚da’>=o;;, (17.18) 
所 以 ， 在 a" 点 ， 对 应 于 方向 a? 的 立体 角 元 是 
du, - (0%) = Wis A 9,4 Are A94 4,4 A Ojan j A Aj, 
(17.19) 
2. 非 欧 空间 的 Causs- Bonnet AR 
我 们 需 用 关于 7 维 非 殉 空间 的 紧 致 可 定向 超 曲 面 的 所 谓 
Gauss-Bonnet 公式 。 这 个 公式 是 Allendoerfer 与 WeilL5] 和 Chern 
[106] 所 推广 了 的 Gauss-Bonnet 公式 的 特 款 。 关 于 非 欧 空间 的 超 
蓝 面 的 特 款 ， 这 个 公式 为 Herglotz[307] 所 独立 给 出 。 
RO 为 非 欧 空 间 的 一 个 连通 域 ， 它 的 边界 是 一 个 紧 致 而 属于 
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C*. 类 的 超 曲 面 。 在 38 BRO, HEAR 形 afa! ea, 
其 中 a*,a*, a") 确定 切 超 平面 而 a a^ 是 38 feo? BER. d 
定 arai(t=1,2,…,n 一 1) 是 在 的 主 方向 ， E tl SR E f RR. RH 
Rodrigues 公式 in =d¢;,= 一 dsi/R; 确定 , 而 第 1 个 中 曲率 积 
REH 


Memen | (RR 9720 


Wage, Ai ÆR V/R H9 3 ROEM RRR 而 dj 表示 
O 的 面 元 。 这 样 ， 关 干 一 个 城 0 的 边界 30 的 Gauss-Bonnet 公 
Una iMag en ¿Moe roM + (EK) 77V = SONICO), 

(17.212 
而 当 7 DAR. E 
CaM a-i Re, My + oee +C Ma + CaF = 0s. 
(17.22) 
在 这 两 个 公式 里 ，MM, 是 中 曲率 积分 而 


n= On _ (a—i—B)/4 
en = ( h loo, (eK) . (17.23). 


车 71 为 奇数 ， 可 以 引用 等 式 
r(0) = 3100. nn 为 奇数 。 (17.24) 


#20 是 分 段 属 于 C Bi, MARZO W FITERO CE 
和 @ 的 距离 ) 是 属于 C^ KW, Gauss-Bonnet 公式 都 适用 .这 时 
M, HELE, e—0 时 ,38, 的 中 曲率 积分 的 极限 Federer 
[177,178.48 Gauss-Bonnet BAGS BR AEM KAM RD 


Q O NEC. — RK 
@ Sets with positive reach, —-## 
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CARERS la] — A TUE A ay SL ken RP PE € ee ds 
dieux AMEE bse, WAS BRA IEEE X Hy AD), 
而 Badwiger[274，276 旭 把 该 公式 推广 到 凸 集 环 中 的 点 集 〈 寻 版 
集中 可 以 表达 为 有 限 多 个 凸 集 的 并 集 的 )。 本 童 一 切 公 式 对 这些 
点 集 都 适用 。 

例 n=2 时 ,《17.21) 化 为 


| xds+eKF=2nx(0), 
ag 


其 中 x 是 30 fonte CPE OTP OM MTA. 在 么 球面 上 ， 


e= +), K= WERN EME += -1, K=]. 
n=3 时 。(17.22) 化 为 
M,+eKF = 1xy(Q), (17,25) 


HAE RÉ BARN. HERRAR e= + ii。 为 简单 起 见 . 可 
令 K=1， 不 失 普遍 性 。 这 时 ， 平 行 于 00 而 和 它 距 离 为 x/2 的 
A pmi 20 和 的“ 对偶” 或 “对 极 ” 超 曲面 。 这 个 超 曲 面 是 一 
PERO? 的 边界 (87 AAO). FILTERN, 201207 的 中 曲率 
M ,(0Q*) 2M, ,00), :=0,1,,n—1D (17,26) 
«iE BA OL [558.580]. oW O? 8 H (17.210 JE EUH. XR x CO) = 
CO, WE Mo=F Mie FP) 


Cr Prop ¿My + t +0 Mp-¿+V* = SODA n 为 偶数 ) 


(17.27a) 
和 


AFP + Op Ma teM, AVE OnX(Q) Cn ABR. 


(17.27b) 
同样 ， 由 (17.227， 得 


Cr ¡F+Cr 4M, eos + CoM „-3 +c F? 
中 EX, Misa M, (99?) =M, OQ. — HA 
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= 40,120) (na, (17.28) 


其 中 我 们 利 用 了 x(0) = 100), 


当 HR, O^ 的 体积 V? 等 于 椭圆 E REB REF 
OMAR O 的 距离 为 5/2 的 平行 体 的 体积 。 其 结果 EL 
6a +0 M +V +V? 


n- 


=(1- + xc0))0, cn WARO. (17.29) 
Bi ns2. LAA 20 的 长 ，F 为 C8 的 面积 M 
L+FP=gny(O), LP’+F=2nx(0), (17.30) 
612 n=3 时， 


FF? =qny(Q), Mi+V+Vr=gpn-xx(Q), (17.31) 


5. 运动 密度 与 " 维 平 面 密度 

按照 一 般 理 论 , 非 欧 运动 群 顺 * 的 运动 密度 等 于 一 组 Maurer- 
Cartan 式 中 诸 式 的 外 积 ， 由 于 运动 密度 确定 到 一 个 常数 因子 ， 由 
(17.16) 和 (17.19)， 可 以 把 它 写 成 标准 式 


ak=(x) A A on 
^ i<j 
=dv Adu, A Adti; 1,/,h20,1,-.,n, (17.32) 

其 中 do 表示 对 应 于 a? 点 的 体 元 而 du, 表示 a? a en aro Che 1, 
2,…, -1) 所 确定 的 线性 空间 里 的 4 维 么 球面 的 面 元 .注意 
(17.32) 和 欧 氏 款 中 的 (15.1) 有 相同 的 形状 。 与 此 类 似 ， 也 像 Et 
氏 款 那样 , 绕 一 个 固定 4 维 平面 La 的 运动 密度 可 以 写成 

dK.g,= duno; Are Adu, (9=1,2,**,n-2), (17,33) 

fro EE f 09,0! eee a” 所 确定 的 T 维 平面 L. &L, 

AR és AR 36 4) AR ds CT. MAT. DIET 
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Wo, = 0, =T +], "n, 


Win =0, erdum n ho ieee «7.30 


Ries r 维 平 面 的 密 床 可 以 写 攻 
ed youre 
aL. (x) No Avis (17.35) 


其 中 处 积 里 的 下 标 范 围 是 
(pert lyr +2,» n, Ah=]1,2,,r, (17,35) 
BLA C/O ERBEN LA T BC Fifi 一 ER 
Rs 它 是 1 呆 用 的 。 经 过 一 个 国定 的 9 给 平面 的 BER (9 二 站 的 
密度 也 和 欧 氏 款 一 样 ， 是 (12.26)， 而 且 经 过 一 个 国定 的 9 HE 
49 维 平 而 的 总 测度 也 是 (12.367》， 设 有 改变 。 


我 们 将 推 得 密度 dL. 的 一 个 有 用 的 表达 式 。 Bee AML. 到 
Pe ROM, dln, HOME FL Mn-" ii 
PURE, don, Xr bee HEAR LO Lao .. 的 体 元 。 我们 试 
用 p dhanna AN do. ERA d£. Rn. 

Uo DA OR a? JR (Air. D, Aa 为 直线 Oa? 上 aa 的 
HSE Ki e" cha qua" 的 一 个 苹 统 点 ， 则 根据 (17.8)， 

win = EK <a? ,da*» 2 — eK<a* da?>, (17.37 

18 12517,1802 ,w 5, RATE Eaa a LX TI ara’ Sat 的 
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简单 转动 。 著 0, 是 直线 Oo LOMA, AUNT. ISLA RE 
dp ata 等 于 x/(C2CeK)Y2) 的 事实 ， 就 得 
ar = coa (€K)? (p +n/C2CeK)'?y)O  sinCeK ) 12, 
Co + x/ (2€cK)!7))0, = — sin((eK) ?pO + cos( (eK 5! p)O,, 
NE, fig <a? ,O>=<al,O> 2041dO-0, HER 的 简单 
转动 Oin THES O HY PR. FE 2) o5, = eK <a? , dO,» — —eR<O, ‚da’> 


之 间 ， 有 等 式 
Oj, = cos((eK) P)O hne (17,38) 


设 à AMOR L MER, tal, Má a, a, 0,0" HAE 
r 维 平面 。 再 在 直线 Oa? biati. [RR 转动 05,0 =1,2, +, 
charte ,1) 都 含 在 垂直 于 00 的 平面 里 ， 因 而 它们 Mm 
和 0 有 相同 的 值 ， 邵 
054 2044, PH1,2,00,7y h=r+2,+,1; (17.39) 
而 根据 (17.38) ， 
Sry = OF ry, COSCCEKD Ep), 7= 1,2,-,r. — (17,40) 
. $807.39)807.40 4 À (7.35), A C1/K0'* 7*7? Aus, 
Ocmre]1,e,n)A L, 4, EO AREI do, ,, BE 
dL,zcos*((eK)!2p)do, ,AdL, sos (r9 40,2, ,n—1). 
(17,41) 
Kn dL, Q7 人 oO mr Lie ny 1,2,,) JEn rf 
面 绕 0 ROSE EE. SKO 4341) 就 是 所 求 的 IL, 的 表达 式 , 它 对 应 于 
欧 氏 空间 的 (12.38)。Miller[437 给 出 了 用 此 阵 表示 的 AL. WR 
达 式 。 
考虑 7=1 Wak. ŠI, dL, no = dhr 是 以 OQ 为 顶点 的 一 
个 立体 角 元 [ 素 ], 这 个 立体 角 元 对 应 于 经 过 0 dig YET L Bgn- : 
维 平面 的 法 线 。 为 了 用 呢 a? 为 顶点 的 相应 立体 角 元 EL yao 来 代 
E Los HEEL, 人 确定 于 中 和 ww， 交 而 利用 (17.19),(17.39)， 
和 (17,40)， 就 有 
di,=do,_,/\dun_,, (17,42) 
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其 中 du, REO 点， 对 应 于 上 方向 的 立体 角 元 ， 而 don HI 
是 经 过 o 而 垂直 于 L n -1 维 平面 上 的 体 元 . E ds 表示 L 上 
在 os 的 弧 元 ， 则 dcw ,Ads = dv， 即 空间 在 a 的 体 元 ， 于 是 由 
《17.42) 得 
dL,Ads-dv/Adu, ,, (17,43) 
在 非 欧 空 间 取 一 个 域 C， 而 在 at O 的 范围 内 对 (17.43) 两 
边 积分 。 在 右边 ， 得 亡 VOs1( 出 现 因子 说 是 因为 L 是 作为 无 向 
直线 ) ,而 在 左边 ，ds 的 积分 是 红 ONL 的 长 1 。 其 结 果 是 积分 
公式 
[udin OV. Q7.40 
LnQud 2 


注意 (17.43) 和 (17.44) 与 空间 的 曲率 无 关 。 实 际 上 它们 对 任 
BRS SABA. 

公式 (17.41) 对 于 ~= 0 不 适用 。 在 这 一 款 ，dLo 是 点 密度 ， 
而 对 应 于 (17.41) 的 公式 是 体 元 在 极 坐 标 里 的 表达 式 。 为 了 求 这 
个 公式 ， 注 意 车 沿用 上 面 记号 ， 则 

a? = eos((EK)V?p)O + sin(CeK) ip)O,, 
故 ( 由 于 0 HEAO, da >= - (a* ,40>=0) 
wi0= — (£K)!"? «a9, dat» 
= —(eK)'?sin((eK)!?0)«O,,da*». (17.45) 


2— A, IEBJUEBJEO,O,,2,-,a*, 按照 (17.19) , 
WEF 00, LLO 为 顶点 的 立体 角 元 
du, , = 02403 A t Aa, 
其 中 | 
wi =eK<a* ,dO>= —-eK<O, ‚da’> 
=v Ew;ofsin((EK) Yo)  (121,2,«,n), 
因此 ， 应 用 (17.167， 就 得 
dv = (Wie /(eK>*~*ysin( (eK) Poio A dug. 1. 
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根据 (17.15),dp=dsi= (1/4 Kvio Be 


por sin EK) dD À du, e C17. 46) 


dL, =du=> 


这 个 在 极 坐 标 里 关于 非 殉 空间 的 体 元 的 表达 式 可 以 直接 用 来 
求 得 半径 为 p 的 非 欧 球 的 体积 ， 即 


O 
Valo) oa | sn (Geo)ap x (17.47) 
议 及 半径 为 bp 的 非 欧 球 的 面积 Anto) = dV ,Cp)/dp: 
Ó 
An(p) = ERA sin®'(CeK) 2p). (17.48) 


为 完备 起 见 ， 我 们 再 计算 半径 为 "的 非 欧 球 的 中 h SEPA AY 
M.(p), BAVARIA: BR, 为 一 个 超 曲 面 在 中 点 对 应 于 曲率 
线 Ci HEMBRA, T 表示 超 曲 面 沿 C, 的 法 线 的 包 络 线 , 而 p， 
表示 由 了 到 在 卫 的 法 线 和 Te 的 接触 点 的 距离 , 则 有 关系 ( 见 [165， 
第 214 页 ]) 


R; = (eK) """tan((eK)Y?*p), (17.49) 
Bt, RREO. 20) ,对 于 半径 等 于 p 的 非 欧 球 ， 


OO 
M,(p) = qeky org sin" ^! (CeK) 7p) cos" ((eK)'p) , 


(17,50) 

和 和 一 个 非 欧 球 相交 的 7 维 平 面 测 度 。 作 为 (17 .41) 的 应 用 ,我 

们 计算 和 一 个 半径 为 p 的 固定 非 欧 球 ,相交 的 r+ 维 平面 的 测度 .。 
可 以 取 2。 的 中 心 作 为 固定 点 DO 。 于 是 


dOp-r A 
= (eK y "7? sin*7"-7'((6R70)0, , dp, (17,51) 
因此 ， 利 用 (17.48) 和 (12、35)( 这 公式 对 非 欧 空间 也 都 适用 )， 就 ! 
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43 
E 
r y Op, 
aug = 一 _ A PRR 
JL NE ee CR TO, Lu ve OO. 
x | eost (CE AL)!" psi" " ^ (EK)? pydo, 


(17,52? 
fy ids, — {7 L, ftd RE dun AE 


T L ARAN = 
Bin. HEUT SOM, Era, MEME. dom 


Cae MEE On 
| 603" iüjs)3u*77—' (a 3da = 5 i (17.533) 
15 f£ wie | 
[p 
eMe Ie 
nei” + ~ > 
Jr Uo e= +1}, (17,53b) 


N dL,- % gian el, 
注 记 有 时 利 干 把 GQ7?.52) 和 (17.53b) 写 成 等 价 形式 


Ong ii 
eO, 


SPINE 


di, = — Li 
I, AR pee ” CER RTO, a 


x J oos" (EXA sir ^! (eK) 2p) dp, 
(17.52)* 


O,0, 1 Os 
dL, = K-20, O, * (17,53b)* 


m 
例如 7 =n-~1 时 ，(17.527 不 能 直接 应 用 ， 但 (17.523* 则 给 


出 
i dL, ,20, ‚east QE K) "^ p3dp, (17.54) 


Ihe, Fyre 


和 一 个 冉 定 体 相 交 的 7 给 平面 集合 

由 于 dL. ,4Lsre; 在 欧 氏 空间 和 非 欧 空间 除 一 个 常数 因 子 外 有 
相同 的 形状 ， 公 式 (14.77) 在 两 款 都 适用 。 又 由 于 在 证 明 (14.78》 
时 所 用 到 的 关于 局 部 微分 几何 的 诸 定理 在 非 欧 微分 儿 何 里 也 都 录 


4。 
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正确 的 ，(14.78) 对 于 任 兽 具有 曲率 eK 的 非 欧 空 间 也 是 正确 的 ， 


同样 ， 对 于 非 欧 几何 , (14.69) 也 适用 。 特 殊 地 ，9 =7 时 ， 有 


f O,_ OS, 
e«QLOdL.- “GG on (Q), (17.55) 


| 
POOL ae 


其 中 oa(0) 表 示 域 8 的 体积 而 c CO Lf ON Le 的 了 维 体积 . 
+ 二 1 时 ， 再 一 次 得 (17.447， 

把 ONL, Bm L 里 的 体 ,而 Mi Gs 6,1.-,r- DA CON 
上 .的 中 曲率 积分 。 推 广 了 的 Gauss-Bonnet AXE, r=2r’Cr 
为 偶数 ) 时 ， 


30nx(QNL.) 
= GK)" o, (QNL) 


LE r-1 0, 
"rot (Py 
+ 2 lox D: (eK) Mis (17.56) 


im} 21— 1 
而 7=2r' +10r 为 奇数 ) 时 ， 


1 ro T 一 1 O, 
=0 L,) = 77 (ER) MY} 
2 aX (ON Le) >( 21 jo Os;0, 25i. e ) ° 


(17,57) 
用 dL. 分 别 生 这 两 方程 的 两 边 并 对 一 切 和 Q 相交 的 L; A 
分 ， 就 得 : rcr kr, 
| QNL AL, 
QüL,.-2 


= One" 


- 0, 
= 6.07 TECO" 04,000) 


r’ r—-1 OO, On vi ay . 
+ Ky" M. 
zx 21 一 yen Ce ) 2i-ı J; 


(17.58) 
而 7= 27’ +1 时 ， 


| (QNL dL, 
QNL, 2 
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_On-2 Our < (一 Or-IOn-ai 


K ^ My 
OniOr sr Or ol ) ate 


=O, m0, 2 2 


(17,59) 
+ =0 时 ，dL。 是 体 元 而 xCQNN Lo) =1, 因而 积分 (17.59) 是 
的 体积 。 
注意 r=1 时 (r' =0)，(17.59) 不 能 直接 应 用 。 但 利用 恒 等 
式 
PEE Oa-r Oq. 2*0, 
OO, On gery”? (17,60) 
就 得 | 
loni LAO Lor, = (O,/än)F, (17.61) 


HOWE, xCONL)=1, AM: 
(kg ARGUS eK ARR EME, KR. On 65 2. 
测度 ， 按 照 了 是 偶数 或 奇数 ， 是 (17.58) 或 (17.59) 的 右边 。 
例如 n=3 时， 假定 Q 是 凸 集 ， 就 有 


| aL, = (x/2)F, | dL, =M,+eKV, (17.62) 
ONL ye CNL ra 


FARA Lf. RA Blaschke[ 43] #1 T.J. Wu [732] È., 
5. iit 
《1》 非 欧 几 何 里 关于 四 面体 的 不 等 式 . VET HAA pK ir 


三 维 非 欧 空间 里 的 一 个 四 面体 。 了 的 中 曲率 积分 M, 可 以 像 欧 氏 空 
间 那 样 计算 ， 其 结果 也 和 (13.58)7 相 同 。 因 此 ， 


1 6 1 € 
dl, = 一 一 一 ， Y 
NIMM 27 2° 20 2 之 0,4, 7 KV, 


6 
NdL, = xd, 
1] 


NE 


O MXCAEC731, 732, 7324], B.— HE 
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其 中 a; 是 各 校 的 长 ，ai 是 其 对 应 的 三 面 角 ，Y 是 体积 ， 六 是 和 
L, 相交 的 楼 的 个 数 。 因 此 ， 除 了 属于 一 个 测度 为 零 的 工 位 Ei 
集合 外 ,入 =3 或 N=4。 

4 m. ARE 个 楼 相交 的 平面 的 测 旋 ， 则 由 最 后 两 公式 可 以 
推 得 


& 6 
Mg =x >y Qi 一 2 >; a,a,+4eKV, 
i=l i=] 


m, = 5 y Qd, 一 >= Sa, -3EKV, 
i=l imi 
由 于 这 些 测 度 不 是 负 的 ， 就 有 不 等 式 


LÀ 6 
x > a, + 4eKV>2>) 0,01, 
i=; 


i! 


3 0,41 > a,+6eKV, 


这 些 不 等 式 把 P6lya 与 Szego[489] 关 于 欧 氏 空间 的 不 等 式 推 
广 到 非 欧 空间 ， 它 们 可 能 是 有 趣 的 ,因为 人 们 知道 Y 不 能 用 a, 和 
0, 的 初等 国 数 来 表示 。 有 几 个 作者 《〈 包 Hi Coxeter[128] 和 Bohm 
[57 一 59]) 探 讨 了 非 底 多 何 中 四 面体 的 体积 。 

(2) 一 个 积分 公式 。 设 为 n 维 椭圆 空间 的 一 个 连通 域 ， 并 
假定 90 属于 C? 类 。 由 椭 贺 空间 任意 点 卫 作 00 的 法 线 PAQG- 
1,2,2, #& Cau 51,2, 7,710289 90 在 A, MIRE, # 
PA, 是 从 了 到 Ci 的 距离 的 相对 极 大 值 , 令 en = -1 车 PA 是 
这 些 距 离 的 相对 极 小 值 ， 令 eu = +1: 在 别 的 情况 下 , 令 Ein -0 
Å viS Enta nar N=, 其 中 总 和 的 范围 是 一 切 从 PB 
Q 的 法 线 。 我 们 得 到 以 下 公式 


[nar -O,x(Q 〔 为 奇数 )， 
[Nap -O.x(Q)-2V* (na), 
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其 中 AP APR ICA ay SEGUE AE PE IA. = 2,3 Bf, TAR 


cra d 
AAA Biascakef45] 的 结 采 (5 见 [570])。 
D HERE AE. MARNE, RARE 


间作 亲 冉 率 方 面 典 型 问题 的 答案 。 我 们 叙述 其 中 一 部 分 ， 证 明 留 


(a) fRupk eK fn RIRE Bp, 4K 90%, SAR 
PRÉ KB, - Su Ky dax dh T de KR X i de E 
F/F, Hob Fy do Fy HR OK, 和 OK, d$ Dix. 

(OD) nee Re RE, —^4-1 4452x657 dA 

E(o) = 2n04 .,V/O.F, 

(c) AZAR ZE ee, SRK, HGRA, HHS, ri 

K, PROF KR A A SAGA 


其 中 M, da V RR Kia m 0, D Epp d E defe fn, 
(d) 在 三 维 非 欧 空间 里 ， 设 站 为 丁 体 而 L fe L, 为 独立 而 随 
MER KARGER, METEK Kink Hae 


_ AnV 
P=(M+eKV)F° 


(e) AZAR RE, AK ODA, HELL 44 K 49 

ROARS MMMM 5. CUR LAMA 
xê F 
P= (M+ EKV. 

(4) 球 画 上 的 几何 构 率 。 RRR KR PCA HU 上 的 几何 
Kerr, AL ys Be a a 25 V UE RR p LW À AI 
Au wees, WU EAL E Pe MA. MALE. 

(a) nn RE UA Bp — 18 68,9 F SIRE FA 
pel /ox, LAA MAR KA, NE NT À AMR RE 
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p=2aF /L, 


ian REX RON RT 

O) £ ROA AE TRE IAS MA ARA LS 
RENTE p = (Ox- FL, 

(c) 联结 两 个 随机 点 P,,P, WKAR PP 过 rr 和 一 个 固定 亚 
te KJA RR p= (L+ 2F)/8a, 

(D 玄 球 面 上 两 个 随机 点 的 距离 中 值 是 T/2。 

Ce) 设 P,P,,P; 为 么 球面 上 随机 选 到 的 三 志 。 三 商 形 P,P,P， 
的 周 长 中 值 是 3r/2， 面 积 中 值 是 1/2, 

O HA H, 为 一 个 大 加 G 所 确定 的 两 个 站 球面 。 AH, 
H, 上 依 状 随机 选取 前 两 点 PD 前 距离 中 值 是 EQ) = n — 4/n, 

记 一 个 具有 单位 半径 的 半球 面 卫 。 由 于 缺乏 对 称 性 ， 半 球面 
上 的 问题 一 般 比 整个 球面 上 的 问题 复杂 。 以 下 是 一 些 例 。 

C8) AFAR GEG EIR PS a/a, 

Ch) 半球 面 上 三 个 随机 点 确定 前 三 角形 前 周 长 中 值 是 12/x, 
面积 中 值 是 (12/7) - T。 半 三 角形 是 三 个 随机 大 圆 所 确定 的 , 则 周 
长 中 值 是 E*(L)= 31 — 12/m, Mr 4X E* (CF) = 2x — 12/m, 

G) FLO LIA EG 5 35 — 1 Rd 25 vi JE dp die CR 
D-3—24/25-20,569-- (FRE LH Sylvester), 

BR. KLAZRHU M PER A LEI TEN A 
PP, PsP ENS ABP PLP. 的 周 长 ，AaCZ) 为 了 的 概率 密度 
Bs WHA P,P. Pye BRU LSS, (A= A 
FEL RRS os REA. UKE, DARRA we 三 Pi PaPa 
LIRA CG. iA Bax CRU > BERR ER 
^, HA 


p(P,,P,,P,.C H) Fat) = FL) -PLONPPP FL); 


O 原文 无 “大 ” 字 . 一 一 译 者 
365 


在 这 里 面 ， PP。Ps 都 在 同一 个 半球 面 忌 上 的 概率 PCP Po, PaE 
H= b, AMG 和 三 角形 PPsPs 不 相交 的 概率 7CG OP PAP, 


xg)-21-L/2x. Ak 

faCL) = 4fCL) - (2/9 LICL), 
用 工 乘 两 边 并 由 0 29, $8 

Ey(L) = AEQD) - (2/23) ELP), 
而 由 于 EnCL) =12/n, EC) =3n/2, f E(L*) = 3x*- 6, WIAR 
偶 原则 ， 当 球面 三 角形 为 三 个 大 圆 所 确定 时 ， 若 用 E* 表 示 中 值 ， 
则 

E*(F) = E((2n - L)?) = a? - 6, 

Milesf413] 给 出 了 这 些 以 及 随机 球面 图 形 的 某 些 量 的 二 阶 

Es AXE, Miles 对 球面 上 的 几何 溉 率 作 了 完整 BR, TA 


个 随机 大 圆 所 确定 的 髓 装 以 及 这 个 嵌 装 中 的 多 边 形 的 面积 ， 周 
长 ， 和 和 角 的 个 数 的 一 阶 和 二 阶 和 矩 - 

C) 涉及 切线 的 积分 公式 ， 设 无 为 在 二 维 么 球面 避 上 一 个 西 
集 。 设 十 ,ts 为 经 过 P 了 而 和 3K 相 切 的 大 圆 上 上， 从 了 到 团 点 的 弧 长 
《tTX)，0 为 这 两 个 切 大 圆 之 间 的 角 ( 图 17.2》)， 则 有 公式 


sinw 1 
| isa; = Qm- FD’, 
PE 


x5Int,sint, 


A 17.2 
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Hp ASD ESS RAN BE AR, RAI 
1 


Ihr 
banks: “Han aaa, 46 77 E, 

FPORMC OKA, ira, ER RGNK, KA G Fak Hy 
KAPERA]. 

(6) BREBE. E-ANHPFEE ESAE ob E 
到 无 穷 远 ， 但 规定 该 圆 必 须 经 过 一 个 辐 定 点 ， 那 个 辐 就 变 成 具有 
` 无限 大 半径 的 圆 ， 叫 做 极限 圆 。 假 定 建 立 了 一 个 极 坐 标 系 CO. 
顶点 在 2 。 若 极限 圆 向 着 2 弯曲 ， 它 的 密度 是 dH, =e"dr Ada, 
PRR EL Tag O 弯曲 ， 它 的 密 Eo dH. =e dr 人 dc。 我 们 将 把 
RIS RES AH, REE E IX dH, dH, AA 
aH, Ae ed EMM — TERR. APSR ES 
"点 A.B Brif f PRP BS E BU Adie A SOLER 
Ju AO. BOR ARMAN KI, WIEN 


|, "ode E NEL er 
Hoh FE K STR. 

设 K BAA IHR ^ OR. CERI gu i9 — 9 e 
OEK 为 国定 点 。 取 经 过 O 的 一 个 参考 方向 ， 从 0 出 发 ， 取 一 个 
AB SHE AMAA, BAP, AK AER 
B. ce CO) Hy O SURE UAL EA. BA LEONE FARER La 
HIER. GAR, AK AE 


in 
L= | ret =e’ +e tk Dde, (17 83) 


E XK CRI WAR — ES, ER A Be CHD, Uu 
x17,63) 化 为 


367 


x 


L= sf. et gerät aca ht *>d8 D . (17,64) 
如 


若 &- 人 #= 吕 是 常数 ， 我 们 就 说 ， 天 对 于 极限 圆 是 有 常 宽 的 . 
这 时 
= ae endo, (17.65) 


公式 (17.63},《17.64), (17.65) 是 Fillmore[189] 的 结果 。 任 
何 对 于 极限 圆 的 常 宽 凸 集 ， 对 于 它 的 切线 也 是 常 宽 的 ， 它 的 周 长 
LEAF, HER P LL li A Cn + F)tanh(B/2)(548,589], 
关于 积分 几何 对 三 维 双阳 空间 曲线 论 的 应 用 Z8 75 D. Jusupov 
[326]. | 


O KRÉAARKEe "res" es pe 2， 一 一 译 者 
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第 十 八 章 “ 非 欧 空间 的 Crofton 公式 
与 运动 基本 公式 


1 Crofton AR 

我 们 要 把 公式 (14.24) 推 广 到 具有 曲率 eK 的 非 欧 空间 . WEP,, 
PARR, LERAP Pa Tit, to PL, Pa HEL, 上 的 坐标 。 假 
EP, 是 一 个 极 坐 标的 原点 ， 则 根据 (17.46)， 在 Ps 的 体 元 可 以 写 
XK 


sin*-!((ekK)!/2 |t = t|) 
ap, = OD ld nd, Adam... (18,1) 


取 两 边 和 体 元 47 ,的 外 积 ， 并 利用 (17.43)( 其 中 dv 现在 用 dP， 


表示 )， 得 [L283] 
sin””! Ky'/2 lo—t 
dP, AdP,= eO Dan A de, AdL,. 


(18.2) 
设 Q 为 同体 ,并 对 于 一 切 点 假 P,,P,(EQ) 取 C18.2) 的 积分 。 


在 右边 ， 得 积分 
"A f f sin*i((eK)17?1t,- AD ae pde, 


(eK) 1/2 
(18.3) 
当 nn 是 奇数 时 ， 
P,-,(0,eK) 


2 1. 
~ (n~1) (CeR) ivi [> = sin” (eK) 720) 


(m3 2 
(n — 2} oe (n — 21) a 
+ la Seti pon sin*-!- "(0 to) | 


4-7] 


D PREKL, Ng 的 长 。 — HA 
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(nm = 2) e001 


CA, (18.4) 
耐 当 ”为 偶数 且 m> 2 时 ， 
Pato, EK) 
2 1. 
=Z -GGG Ta pin EKo) 


(n—2)/2 (n = 2)» (n — 21) 


sin*^!-*: C (eK) 7190) 


t u m-D--i1-20 
n-2)-2, 0. 
-ERTE eK) ro | 《18 .5》 
a= 2B, 
P (0,ek) = 2((6 Ko 20 —sia(CeK) '"*o)) (eK) A, 
(18.6) 


于 是 取 (18.2) 两 边 的 积分 ， 得 
| ®„.,10,eK)dL,=V*, (18,7) 
Li noe 
而 这 就 是 所 要 求 的 推广 、 例 如 n= 2 时 ， 就 有 


i K 172 
1 f („re ) D Jar, =L, 
Linge 


eK (eK) 1? 
(18,3 
Win = 3 时 ， 
uc TEN in? 1/2 ova 
eK NC eK sin (CK) o) Jaz, = 2V . 
(18.9) 


由 (18.8)， 利 用 (17 .44)， 可 见 s= +1 时 (椭圆 平面 上 )》， 
| odL,=aF, 
OL +2 


[ sinodL, =nF - Fi, (18,10 
Lrg 2 


A nn AA 


O EXRAE TOS SPRA-TAFE(A-1-20%, SR. —— RE 
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, age = ~ 1] 时 ( 双 曲 平面 上 )， 
f odL, =xF, 
OnLy ye 


| smhodL, = xF + Ip, (18.115 
Q0L, +2 2 


作为 练习 , 试 证 明 ， 车 取 天 一 0 时 的 极限 , 则 (18.87 和 (18,9) 
依次 变 成 (4.9) 和 n= 3 时 的 (14.24)。 


2. 椭 加 空间 的 对 偶 公 式 


在 椭圆 空间 (e = +1) 里 ， 所 请 的 对 偶 原则 是 适用 的 。 这 个 原 
旭 指 出 ， 若 在 每 个 定理 中 ， 把 “点 ”和 “ 超 平面 ” 互 换 ， 同 时 对 
词语 作 相应 的 改动 (如 “含有 ”和 “ 含 在 … 内 ” 互 换 ，“ 上 维 ” 
和 “~-r-1 维 ” 互 换 )， 则 所 得 定理 仍然 正确 。 在 第 17 章 第 2 
节 已 经 看 到 ， 对 应 于 每 一 个 上 ;， H—4 Lis, FIL, BIHA. 
我 们 下 面 就 把 前 节 的 一 些 公式 “翻译 ”成 它们 的 对 偶 公 式 。 

首先 考虑 公式 (17.44)。 假 定 @ 为 凸 体 。 直 线 L 的 对 偶 是 一 
Pbro THON LM RAMI ET fir-d”, Ho BALI, 
WAL ROSA OP DAR ABRAZA. FER (17.40, 
得 


1 
me HALT. = On-1V. (18.12) 
2-2 


和 @" 不 相交 的 一 切 LE, 的 测度 等 于 和 Q FX 09 — E) LM 
5 BL. 83807.6D, "EST (ORA) F, 于 是 5808.12, 
得 
MN 


$*dLi., = OQ4/A)F — (0,.,/2)V, 


nj (18,13) 
KA, HOMO” Hi, f 


| $dL,.,—-(Q0,/4)F* ~ (0O,_,/2)V", (18.14) 
Qni, "T7 
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其 中 fF? 和 V? 是 Q? HAMA, EMIT TA 2 
A ZA 式 推 得 。 
浏 如 n= 2 时 ，(18.14) 化 为 


| PaP =al- F>, (18.15) 
其 中 是 从 QQ 外 一 点 到 名 的 两 条 切线 之 间 的 角 。7 = 3 时 ， 就 有 
{ ddL = 20M, + V)- lg, (18.16) 
Onn yee 2 
这 里 面 我 们 利用 了 《17 .31)。 
我 们 还 要 通过 对 偶 原 则 E Æ A 3508.70. PESE n EB 


了 时， 根据 (18.5)， 有 (Cn 六 2 时 ) 
2(n- 2- = _4n- 22 


$, (x—06,1) =P, 109,0 + (n —1)- (qt — Le] $. 
(18.175 
因此 ， 利 用 Cl18.127 和 (18.7) 就 得 
| Pr (9 DL, s 
Qna gee 
= (V?) + TE ORF? 240, 4V*), 
(18.18) 
其 中 9$ 是 经 过 Lx-s 而 和 Q 897089 AT SEE AHA, ifi PC, 1) 
则 可 从 (18.5) 推 得 。 
与 此 类 似 ， 1 为 奇数 时 ， 
| Pit ,DdLo.. 
QnLa o2 
(n -—-2)-- 
= CV?)?+ GoD FO, FP —40,_,V"), 
(18,19 
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例 n=2 时 ， 由 (18.6) 可 得 
D(x-p,1)= D9,1) + 2(n—- 29), 


108.189 fEX 


f ($ - sind)dP = IL ar, (18.20) 
PEO 2 


这 是 Crofton 的 经 典 结果 (4.23) 到 椭圆 平面 的 推广 。 由 (18.207 和 和 
(18,14), 4 
| sinpdP=xL LL, (18.21) 
P&Q 2 


2=3 时 ， 利 用 (17.317， 由 (18.19) 可 得 


1 . ai 
xl oes Cp? — sin’) dL, = (M,+V)>?- Vi 
L 1 noQ 
(18.22) 
这 是 Herglotz 公 式 (14.33) 到 三 维 椭圆 空间 的 推广 


3. 非 欧 空间 的 运动 基本 公式 

对 于 曲率 为 EK 的 n 维 非 欧 空间 里 具有 充分 光 清 的 边界 的 域 ， 
n 维 欧 氏 空间 的 公式 (15.72) 也 是 正确 的 。 这 是 因 为 ， 证 明 该 公 
式 的 一 切 步 又 都 是 根据 关于 超 曲 面 的 局 部 微分 几何 公式 ， 而 这 些 
公式 (例如 Meunier Euler, Rodrigue A R) 对 于 欧 氏 空间 和 非 欧 
空间 都 有 相同 的 形状 。 公 式 (15.72) 对 于 9 21,2, n - EIER. 
4=7? 时 ， 它 必须 代 以 (15.36)， 并 要 把 (15.37)? 考 虑 在 内 。 换 铝 话 
说 ， 作 为 (15.72) 的 补充 ， 还 有 (4 m nID) 


| M (DS) DY AK, 
» D Z 


oU 1% 


= OO, M$ Vi + M1 AV, 


DO «x n 
ta D(a, MMi f (18.23) 
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这 个 公式 对 于 曲率 为 eK 的 非 欧 空间 里 任意 一 对 具有 充分 光滑 边 
FORD., D ,都 是 正确 的 ， 

作 了 这 些 准 备 之 后 ， 就 容易 得 到 非 欧 空间 的 基本 运动 公式 
了 。 我 们 分 别 考 虚 7 为 偶数 和 n 为 奇数 两 款 。 

D 1 为 偶数 。 我 们 把 Gauss-Bonnet 公 式 (17.21) 应 用 于 交集 
DND,, 并 对 一 切 D, 的 位 置 取 积分 。 体积 VOD, 已) 的 积分 是 
可 以 直接 得 到 的 ， 


| V CDN DAK, = OnO, V Va (18.24) 
DoD 2 
然后 ， 由 (15.72) 和 (18.,.23)， 经 过 一 些 调 整 ， 得 

| xC(D4 f) DK, 

DoD, +Ø 


= OL (eK) UV, 


+ Os OCViXo + Vor) 


a—2 
ets E area 


avo 


2/2—2 n-i n-2:—2 
+0. Ouf ( fon 
nna 1 ica ‘2141 opm 


2 . 
—— (eKy 25-22 
x Ours ( ) 


21-1 o 
.-2 C h- ) 2n-h-2122 O, 


(A+ 120, Osirh se 


x 
aun—-24-2 


x Mi +A . (18,25) 


(2) nA mA. 4207.22 5 HEF D, D, FD, 0 — 4 
置 取 积分 ， 利 用 (15.72)， 则 经 过 一 些 调整 ， 得 
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| xCD, (1 DK, 
De nb. wp 


=O OC i + Vox) 


*—2 n 
t Ones Il, MIM inten 


(2—3)/2 n—-] 2 
+O, a0 | >, E, dol 


eo 2-21] 


A 12 

On sia 

x G ( 21 ) On Oen—n—2t-n 
a~s-2i-1 n—-h-1 Osi+h=n+1 (h+1)0 7-2 


x Mi» aM} 22i 41—n . (18,26) 
mn = 2 时 ， 公 式 (18.25) 必 须 写 成 


xD N D,)dK, 


NEM 
= — CK)F,F, + 2nCF,xo + Fax) + Lolis (18.27) 
| xD, fi D,)dK, 
Dn Dvd 
= 8z?(V ixo * Vox) + 2x (F.M, t FMI. (18.28) 
注意 根据 (18.25) 和 (18.26)， 只 有 当 m = 3 时 ， 运 动 基本 公式 
和 空间 曲率 无 关 。 关 于 椭圆 空间 的 基本 公式 O ， 见 [732]。 
4. 非 欧 空间 的 Steiner 公式 


考虑 Di 为 半径 等 于 Pp 的 球体 而 Do 为 一 个 凸 集 的 特 款 。 这 时， 


地 ”原文 作 “ 关 于 三 加 空间 的 基本 公式 的 对 个 ”， 误 。 一 一 译 者 
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BOND +Ø, WixXQ(iDOosi, By xCOND,5 =0. FUR S$ 
AE RARO ERRED, 的 中 心 为 动 标 原点 ,对 于 Di 的 
BIER, WORD du. Ar A MEAR 
ITTF ORGIO CR Hy) hy BA CBN SE E a Steiner AR). 
Writ SER RA Beh, FTAA in = 2,3 两 款 的 公式 。 关 十 
次 讨 这 个 问题 的 ABE & # Allendoerfer[ 4], 

(a) n22. tie 9 HS E ERSE XD. Von, VF, Mile, 
Mi-L, Kpl FA AKER, mh, F 为 半径 笑 于 Pp 的 
NAMAKEE, H 

LC (22/ (EK)  ?)sin (Ce K) '/* p), 
Py -(2n/&EK)/1 - cos((£K) 7? p)], 
ERGO MAW RK [690] 


、 - L 
e, = f Costi tK! py + CER asin( (AK) 17 o) 


(18,29) 


¿a - 
+ oR - cosCCE KE) ol (18.30) 


O,RS IHE RTIEAJAZY AL, = dF,/du fé, 
(b) n=3。 对 于 半径 为 p 的 球体 ， 由 (C17.47),(17.48) 和 
(17.50)， 得 


2: 
= Cae wal (OK) V* p ~ sin( (eK) Y? pycos(eK) *9) ], 
F=} = At sin'(CeK) 1/2 p), 


M,=Mj= ossi) 72 o)cos( (EK) Y? p), 


(13.31) 
Xi = 1. 


代入 (18.28》， 除 以 8r， 得 


F 
V, S Vot veg msin(CeK) 17 p)eos(CEK) sp) 
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A Sin (Ray 
DEM eK iS 
- sin( (c RD Y? pycos((eK) 7? p). (18.32) 
Go 的 表面 积 记 可 以 从 公式 Po = dV,/doit A 


7 —7£L (ER) 112 y 


5. ATRAE PARAR 


ZE nM AGE = 1,K =1), dk 们 知道 ， 直 线 是 闭 的 ， 
KEAT. KL 为 这 样 一 条 直线 。 可 以 把 上 1 看 成 一 个 退化 的 体 ， 
对 于 它 ， 

n = 0; V,=0, M, =M, me = M n-a = M,_1=0, 
My o= [x/(n — 1)JOs.s, (18.33) 
然后 应 用 基本 公式 (18.25) 或 (18.26) 于 了 = L D,-Q, ff, d 
HQ, AR eR, ZNL, PALER, MAL 
PAD AUR ARIS WEEU7.32. Ahi To ETF 


Q4 0, V. 204,0, { QdP, (18.34) 
PEO, 


其 中 0 是 从 (在 0; 外 ) 寺 看 到 的 ，Q。 所 含 的 立体 角 。 在 左边 第 二 
项 前 出现 网 子 2 ， 羡 医 为 (由 于 大 是 妆 的 ) 己 是 Co 所 含 的 两 个 立体 
角 的 共同 顶点 。 根 据 018.337， 在 边 全 简化 为 

Os e 0,0, s (x/ (n - 10 Mj. 
因此 ， 令 MI = 了， MA 就 有 公式 


| Q8P- 0, Pp - 
free! ah. -1) *-? OV (18.35) 


n= ?2 时， 又 一 次 得 (18.15)。 

6. JE 

DD 非 欧 空间 里 关于 流 形 交 集 的 积分 公式 ， 对 欧 氏 空间 里 已 
证 明 的 公式 (15.20) ,对 于 非 欧 空 间 也 适用 ,不 需 作 任何 变动 , 即 ， 


O 原文 作 < 左边 积分 > . RA 
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FRM! 3j n BAEZ SARA r RAM 0 M" HR 
动 的 紧 致 了 维 流 形 ， 其 运动 密度 RAK, AR T-q—nnmO0, T4 
C, .q 4 CM* OM DARKE M1 NM” r+q-n PRE, 则 


| Orig (M * (1 M')dK 
Mi om ag 


= Snare eran Oq(M!)o,(M"), (18.36! 


FP 0404) feo CMT) GR EM? da M" HAR, 
zir-4-n-20,W]o,,4 ,CM* 1M 3egM' MM WEHR. 
Bila, À Toli 为 非 欧 平面 上 的 两 条 曲线 ， 则 


| ndK, = 4L,L,, (18.37) 
To nr +ø 


Hp Lo, LA dem n 2938 1335 LXX E BH EMRA.) 
SEAN iif S 75. 

D SATER. ED, D, 为 非 欧 平 面 上 两 个 全 等 的 域 ， 它 
A165 iE BUE P ,边界 是 周 长 为 上 的 单一 闲 线 。 假 定 Do 辕 定 而 DD; 作 
运动 ， 其 运动 密度 是 dK,， 则 xcCDQ D) =» = 交集 Do 站 Di MR 
BUFO = x Di =1， 基 本 公式 (18,27) 可 以 写成 


| vdK, = 4xF + L* — (cK)F?, (18.38) 
Dg0nD3*8 


由 于 v 万 n/2， 由 (8.37) 和 418.38) 可 知 
L? + eK F? —4xnF>0, (18,39) 


这 就 是 曲率 为 eK 的 非 欧 平面 里 的 等 周 不 等 式 。 按照 第 7 登 第 5 节 
MER BY CATE BHP E CSF RED BSR ERR, 
(a) APRA E=1,K=D, 44=L*%4+F*-42F, WA 


Ty=T 
5 v M 
A> ix?sin*( 7 


m ) 4>4nttan(" tm Jre21. 


Az[Feot(r4/2) - LI*, Api —Feott:y/2)]*, 
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O) 对 于 双 曲 平面 E= -1,K=1), AsL- F* — AF, 
则 
AZLL- Feoth(r,,/2)}, Al Feoth(r,/2) — LT. 


在 两 款 中 ，rx PRE RY EAN foh IAE 0 m 则 是 含 
在 心 内 的 最 大 圆 半 径 [539 ,541]。 关 于 椭圆 平 面 上 的 等 周 不 等 式 ， 
5103417 关于 双 曲 平面 的 ， 见 [458]。 

(3) SER ERLE Hadwiger 定理 。 采 用 第 七 章 第 4 MER 
Hadwiger 定 理 的 回 样 论据 ， 现 在 可 得 : 

(a) 对 于 椭圆 平面 (=1,=1)， 若 Do 和 D1 为 逐 段 光滑 的 简 
单 用 曲线 所 包围 的 两 个 域 ， 不 等 式 

LL, Fi (ta Fo 
>[L}L?-F,F,C4an - Fm - FP)!" 


Fian- FD- LL, 
LIL FF dx- Fy)(4n- Fp? 
是 D1 可 以 含 在 De。 内 的 两 个 充分 (但 不 必要 ) 条 件 ， 
Cb) 对 于 双 曲 平面 (2 = -1,K =1)， 其 对 应 的 条 和 件 是 
Lil, -F,Gax+F,) 
ZLLRL* -PoP (dx + Fo) (A4n + PI), 
Fadx+ PF) — LL, 
[Lili - PoP (41 + Fy) Cant Fv, 
特殊 地 ， 车 D, 是 乏 球面 上 一 个 半径 为 + 的 圆 , 则 上, = 2rsinr， 
F, =2x(1 ~cosr)， 因 此 ， 由 于 椭圆 平面 局 部 和 乏 球 面相 同 ， 可 
Xl; 
这么 球面 上 ， 忆 一 条 简单 闭 曲 线 为 边界 前 一 个 域 D, 可 以 念 一 
PAFRA r 竟 球 冠 在 内 前 充分 条 件 是 忆 下 两 不 等 式 中 任意 一 个 


E 


X > 
ray ES 


ar Ly- Ai’? r L, + 4}? 
tan| 5 \< An F,’ cot(5 >“ F ; 


ü 
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SORA RL -4ft F? Ss Ru, FRA PEE AAA 
FAT RRA 5,2 RTT: 


RA lo- AY: RA Lot+A:’? 
(Be (ert. 


下 面 是 另 一 个 同类 的 结果 ， 设 为 一 个 域 ， 它 不 一 定 是 西 
和 的， 面积 为 ， 周 长 为 二 ， 而 且 它 的 边界 是 含 在 二 维 么 球面 的 一 
个 半球 面 里 的 一 条 简单 用 曲线 。 这样 ， 含 在 已 内 就 在 在 一 个 球 
T, HAER Pp 之 f/ 上 这 个 不 壬 式 是 可 能 地 让 好 的 ， 即 它 不 能 
用 ozecCF/ D) (62 ORE. AP ey MD AAR EN AR 
满足 p 之 F/4, 这 个 不 等 式 是 D.1.White[719J 的 结果 , 它 可 以 推广 
到 ” 维 么 球面 的 凸 域 。 这 时 ， 不 等 式 可 以 写 fg FKCo/2)0,, I 
中 04 是 4 维 么 球面 积 。 这 个 不 等 式 是 可 能 地 最 好 的 ， 取 DD 为 两 个 
半球 面 的 交集 ， 就 可 以 看 出 这 一 点 。 
(D 一些 覆 盖 问 题 。， 椭 圆 空间 几何 与 球面 几何 局 部 相同 。 在 
三 第 的 基本 公式 中 令 8=1,K =1， 就 得 到 7 维 么 球面 的 运动 基 
本 公式 。 下 面 我 们 把 它 应 用 于 二 维 么 球面 上 的 一 些 禾 洲 问题 。 
EX 为 二 维 么 球 区 UU 上 固定 同 域 ， 它 的 面积 是 了 。， 周 长 是 
Lo. K, Kae, Ka HEU LEI, REF, AK 
EL:s dK RAM PSA. IX Fo 和 Ze HEAR ol 
Kien KARAK. X, CRABS 7 布 的 方法 , 可 


VDS TF 
以 ur tvi 


[Fond Adi one AdK,- (C21) "°F Po, (18.40) 
| Loro K AIK, AIK, 
= (20 FL t nO FE L, (18,41) 


其 让 积分 范围 是 Kio = 1,2, + ER, 
于 是 有 以 下 中 值 : 
ECF gun) = F EUO”, 


Elorn) = (F° Ly + nF FL) (dr) (13,42 
此 外 ， 多 次 应 用 (18.27)Ce= 1 K=), 就 得 
Los [AK AdKi A eo Nika 
—(2x)"'(F" -nF,F*71) 
+ 2m) nF tboL + (3 )FoLtret— nF Fs], 


(18.43) 
其 中 积分 范围 是 令 KAKN ADA SHS — E, Ky RAE 
=. 
这 个 结果 可 以 叙述 如 下 : 
二 维 儿 球面 上 ， 已 给 一 个 固定 西 集 扩 ，n 个 全 等 前 随机 吊 
HK, Kae, Ka BK 内 有 非 空 交集 的 概率 是 
p= (EU) "Tg. (18,44) 
FP sss MACS LA BR, 
PIRE 2 SRM ERU SURGE n+l 个 点 。 我 们 要 求 它 们 可 以 
用 一 个 灶 伦 为 r 的 球 冠 规 盖 的 概率 。 若 把 每 一 点 看 作 一 个 半径 为 
的 中 心 ， 则 RER SR nn 个 半径 为 + 的 球 冠 同 一 个 出 
EA GHA r MOE EAT ARS 2s EN BER. 在 (8.44) 中 ,， 令 上 ,= 
= isin rt, Fy=P=fx(]—cosr), KEHSIER, 
FERII, ren, with: 
二 维和 双 球面 上 n+1i 个 点 信子 同一 个 六 球面 的 概率 是 


ne! >] 


pea dies . (18.45) 


Aa, FAA ARABE nti mE E 球面 有 
FERNER. Dx nd PEREA AD EP, AP A 
Hess CN PRET ARE 径 上 上 的 EOE BA PS Sk 面 中 的 


HA, E mea À BE BL ok 
Ras. e EID ZEE 


Wendell714] 证 明了 更 一 般 的 结果 :， mA BAR E 
姥 个 随机 点 属于 同一 个 半球 面 的 概率 ， 当 n>n ke 


ml 


_ n-1 
A | ) (18.16) 


foo h 
而 当 nem Rp, Parme. "PRPLPER ET mo 1 AER 
的 概率 是 1— Prime 

下 面 是 更 困难 而 尚未 解决 的 一 个 问题 ; 求 乏 球面 U. 上 NN 个 
半径 为 +r 二 x/2 的 随机 球 冠 覆盖 0 的 概率 。 Moran Ej Fazekas de 
St、Groth[431] 给 出 了 一 个 近似 解 ，Gilbert[231] 给 出 了 概率 的 
一 些 界 值 。 

Miles[412] 考 虚 了 下 面 的 一 般 问 题 ， 取 一 个 点 集 关 的 7 个 随 
MTE. RER EXER HONTE A, 对 于 xEX， 令 
H,-minH(x), H*=max H(x), H XP x M 最 少 
EH: TRE. REBMA*T, O<Hı<H*<n, RETEA 
TRREX -TEETER ORLA, EEX BM 08 
定子 集 的 1 个 不 同位 置 ， 而 这 7 个 位 置 又 是 独立 地 选取 的 、 求 
n=}, BES pCH,<m) pH n - mA. 假定 XX 是 
E, 里 的 乏 球面 0 而 Y 了 是 一 个 球面 多 边 形 ， 即 U 上 以 大 RARE TR 
的 简单 用 曲线 为 边界 的 一 个 点 集 。 设 Ff 和 上 为 Y 的 面积 和 周 长 . 
BY Ye 为 Y 的 71 个 独立 随机 位 置 ， 这 样 ，Miles 证 Hj T. 


n 一 oo 时 ， 


2! U Y 2X)-n(n — 1) L?(An ~ P)*7?(4nx)7*, 


PAYS Rn DLP Um 
PCH xm) 
Ti 
pama Jan + ion 2) 


x LIF” Çam = P)*7"7* (42)7*, 
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p(H*>n-m) 


PCH*=n-m)- ( n Vom + D Cm +29 
m +2 


x LIF- 2(4 —F)"(Am)^", 
最 后 两 结果 可 以 推广 到 Y(CCX7 的 边界 是 一 条 具有 有 界 ( 球 
面 ) 曲 府 的 简单 闲 曲 线 的 款 , 它 们 也 可 以 推广 到 mm 维 乏 球面 [412]， 
(5) PRE EW RR. THAR kb, —A epee 
的 大 问 把 UU 分割 成 ax =nCn~1)+2 个 球面 山 多 边 形 .这 样 一 个 多 
边 形 集合 叫做 球面 上 的 一 个 如 装 ， 它 有 Yn = 201 — DART ERU En 
= 2n(7n 一 1) 个 楼 . 若 那 几 个 天 加 是 随机 地 独立 选取 的 ,MilesL413] 
SRE TU Pia: RBS WERE I9 um MRP, ME 
L, ARTAR N E ET. 一 阶 矩 是 可 以 立刻 写 出 Hu. 对 于 一 
切 a2, 
ESCE) =4x/%p, ECL) =40n/a,, 
EVN)  anin = i1)/as., 
二 阶 和 矩 是 
EVP’) =8n'y,/a, (M1), 
ESC = Pn t Bass) an ME 
ET(N*)- (2n —- 10 + B,,,/2)/a4. (24), 
EVCLN) = n(8n 4 B,,,)/a4. (023), 
E* CNF) 22nB,,./a, (22), 
EY(QLP)-4mB,,,/0, (021); 
Hp 


anan =) +z 


B,,;  n(n— et — 14+ DV ns 


... 


Yy=1- ur 1) 10D 20-32 _ 
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(- 177 2g pDa7? C1 JAN)» 
| (DEDO (TD)x Ci 为 奇数 )。 
例如 n=3 时 (三 个 大 圆 所 确定 的 三 角形 )， 
E$(FPzsas?-6, ECL?) = (5/2)m2， EG(FL) =(3/2)n?-6, 
者 这 些 三 角形 是 由 三 个 随机 点 而 不 是 由 随机 大 贺 所 产生 ， 则 通过 
对 偶 原 则 ， 得 
E,(F2)=97/2, ECL2) =3n?-6,  E,(LF)=E*(LF), 
KEP RRA RE Miles 413785, 
(6) RAMS moe. FE, MAAN ROE, "den 
个 有 公共 点 ， 面 任何 ?+1 个 没有 公共 点 ， 则 空间 被 它 介 


fov (e D) (D) (14.48) 


个 区 域 。 
若 所 绘 凡 个 超 平面 都 经 过 原点 CQ， 但 “有 具有 一 般 位 置 ”， 风 
它们 把 空间 分 合成 
N-i (N-1 N-1\ 
CIN ny=2i( 7 )+( D) CO e 


) nl 
SSE. GLE, 里 ， 苦 一 组 六 个 矢量 中 每 由 个 线性 无 CE 
MORE AMERO s 车 一 组 经 过 原点 的 入 个 起 平 而 约 法 
矢 弓 具有 一 般 位 置 ， 则 这 一 组 超 平面 叫做 具有 一 般 位 置 . 
公式 (18,48) 和 (83.419) 是 Schlifli[597] 的 结果 .利用 (18. 19) 
Cover ij Efron 1261 得 到 了 下 膏 的 结果 ， 
iad VAN RALE AER IT EMS TEN. FW 
IE RS RE COIN RF FRRS ENEZ), NW TE 
的 个 数 的 期 望 值 是 


N tne 
ECR,CW)) =2"( | ) AE (18,50) 
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lim ECR,(W)) =2° (一 人 小 (18.51) 
No r 


(b EEE, UEW* 是 一 个 随机 多 面 凸 锥 ， 是 广 个 经 过 原 
点 的 随机 半空 间 的 交集 。 在 W* 关 名 的 条 件 下 ，W* 的 7 维 面 的 期 
EE R.(W*r)cr=1,2,-,n- DE 


n 一 
ECR W#)) Sonn 13,52) 


a. (071 
lim E(R,QW*)) = 2*7* ( ). (18.53) 
N- n-r 


UH n-i 维 球面 U0» 去 截 ，(a) 中 的 随机 半 线 或 (b) 中 的 
随机 半空 间 ， 由 (a) 和 (b) 中 的 定理 就 得 到 关于 Us。_, 上 随机 多 边 
区 域 的 期 望 值 定理 。 特 殊 地 ， 由 定理 (3) 可知， 车 在 Us_-, LRN 
个 随机 点 ， 使 它们 都 在 某 个 半球 面 上 ， 则 它们 的 凸 包 ( 由 一- 24 
大 球面 构成 ) 的 顶点 平均 数 是 

E(R,QY)) =2NC(N - 1,n-1)/C(N,m, 


因而 
lim E(R,(W)) =2(n-1), (18.54) 


Cover tj Efron 12611888, Æ E, IS XR E, BINA 
随 凯 点， 使 它们 都 在 基 个 半球 面 上 ， 则 当 六 增 大 时 ， 它 们 的 凸 包 
的 顶点 平均 数 并 不 无 限制 地 增加 而 趋 于 极限 4 。 但 在 平面 上 ， 这 
个 级 限 却 变 成 无 穷 大 (第 二 章 , 第 5 市 注 记 3)， 另 一 方面 ， 由 
(18.54) 可 知 ， 若 在 二 级 么 球面 上 随 宙 地 选取 N 个 大 圆 ， 则 它 们 
把 球面 分 割 成 的 区 域 的 边 数 ， 当 六 变 成 无 穷 大 时 ,有 平均 信 à CA 
(18.47) 最 后 公式 也 可 以 看 出 )。 这 和 平面 上 随机 直线 所 构成 多 边 
形 的 敬一 致 (4.50)， 和 双 曲 平面 上 随机 直线 所 构成 多 边 形 的 款 也 


E 


一 致 -592]。 
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第 十 九 章 ”积分 几何 与 叶 层 空间 ， 
积分 几何 动向 


1. FES 


在 以 前 各 章 ， 我 们 是 从 齐 性 空间 角度 来 考虑 积分 几何 的 ， 这 
种 空间 的 特征 是 它 上面 有 一 个 可 迁 变 换 群 他。 和 财 人 这 种 空间 里 的 
几何 对 象 集合 的 铀 度 是 以 它们 在 @E 下 不 变 为 条 件 来 确定 的 ， 而 这 
样 的 条 件 使 测度 除 一 个 常数 因子 外 完全 确定 了 ， 在 曲率 不 等 于 和 党 
数 的 黎 曼 空间 里 ， 积 分 几何 不 能 以 这 样 的 原则 为 基础 ， 因 为 这 种 
空间 一 般 地 肇 设 有 保持 其 度量 不 变 的 可 迁 群 ， 也 设 有 把 短程 线 变 
为 短程 线 的 可 迁 群 。 这 样 ， 短 程 线 集合 的 密度 就 不 能 用 它 在 某 个 
群 下 不 变 的 性 质 来 确定 ， 

但 是 ， 可 以 从 另 一 个 角度 出 发 来 给 出 短程 线 集合 和 点 集 测 诬 
的 定义 ， 这 种 而 度 虽然 在 任何 群 下 都 不 是 不 变 的 ， 却 具有 某 些 不 
变性 质 ， 因 而 具有 几何 意义 。 这 种 方法 是 以 叶 层 空间 理论 为 依据 
而 为 Hermann| 308341 Vidal Abascal[696—699] 所 发 展 的 ， 我 们 
将 扼要 地 说 明 这 个 方法 ， 并 把 它 应 用 于 黎 曼 证 形 的 积分 几何 。 

RX A min HERE. WF EDR a m ER 
空间 P. 所 构成 的 场 ， 即 一 个 映射 FF，x 一 FEzCTz，(Tz=X 在 x 
点 的 切 空间 )。 假 定 了 是 完全 可 积 的 。 这 就 是 说 ， 在 每 一 点 XEXX 
ULA HER JR C md A PAE RA E) TE tma = 
BB Amin = 常数， 局 部 地 代表 XX 的 一 些 可 微 子 流 形 上 , mL 
的 切 空间 就 是 子 空间 了,。 这 时 ， 下 就 叫做 XX 上 的 一 个 叶 层 而 诸 
子 流 形 工 就 叫做 这 个 (m 维 ) 叶 屋 的 一 叶 。 用 XF a X EHR 
的 时 的 集合。 这 个 集合 的 整体 饼 究 一 般 是 不 容易 MCE 看 Palais 
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[466 D. Jude 189 HRS, RIBE X/F 是 一 个 二 维 可 微 流 形 ,而 : 
且 存 在 着 从 X 每 一 个 开 子 集 避 到 X/ PF ASTRO, U>X/F, 
它 在 叶 上 有 党 值 ， 即 对 于 属于 一 个 叶 前 一 切 x€U, Ae) X/F 
的 同 -一 点 。 

六 上 的 一 个 微分 齐 式 4。， 车 具有 以 下 两 性 质 ， 就 叫做 叶 EF 
的 一 个 不 变 齐 式 ; (a) 它 在 XX 的 局 部 坐标 变 柳 下 不 变 ，(b》 它 对 于 
叶 层 的 时 上 位 移 不 变 。 后 一 个 性 质 的 意义 是 ，o% 成 为 关 /F 上 的 一 
个 齐 式 ， 或 者 更 具体 些 ， 对 于 每 个 映射 6，U 一 XX/F，X/F 上 就 
有 一 个 对 应 的 微分 齐 式 oo， 满 足 多 (oo) = w( 参 考 第 九 章 ,第 3 
"m. 

BAHEME-IHEFTERKo, Mo, 在 X/F 上 积分 ， 
就 得 到 叶 的 集合 的 一 个 测度 。 我 们 将 把 这 些 定义 应 用 到 1 维 黎 曼 
流 形 的 短程 线 的 款 ， 


2. 黎 曼 流 形 里 的 短程 线 集合 


EMH n ERRE, HEART 次 齐 式 ( 在 一 个 局 部 坐标 系 
中 ) 是 


ds? = > g jd x ,dx;, (19.1) 
fe fst 
令 
r=( >; 98144) , 
rm 
ar 
Pad t= LZ meat (19.2) 
就 有 
Sot. sT, > appl, (19.3) 


其 中 gE AEC 的 元 素 ， 而 2. 是 对 于 一 个 参数 :的 导 
387 


数 。 由 于 oi 是 一 个 共 变 张 是 而 2; 是 一 个 团 和 括 ， 由 (19.2) 可 知人 个 
是 纯 量 不 变量 ， 而 (19.3) 表 明 pi JE MI LR ARLR. 

取 钉 的 一 切 么 余 矢 所 构成 的 从 为 流 形 A AMT A 
RE Carme Pops 其 中 坐标 p, 满足 (19.3) 中 第 二 条 件 ， 
Alk, X 是 2r- 1, GEM, Mig eee eh Ee 


- —— m, i=1,2,***,N (19.4) 


这 组 二 阶 微分 方程 的 任何 积分 曲线 都 决定 于 一 点 (zt Xn) 
和 一 个 方向 CP;,… .pn); 也 就 是 ， 经 过 疼 的 每 一 点 有 了 唯一 的 一 条 
TA WHER 由 此 可 见 ， M 的 短程 线 确定 X 的 一 叶 层 Po. 短程 线 
G 是 这 个 叶 层 的 一 时 ， 而 由 dimG=1 可 知 dimX/Foe=2n~2。 
RX 的 二 次 式 


dG) = dpi dr, (19.5) 


我 们 要 证 明 IC 是 时 层 Po 的 一 个 不 变 齐 式 。 为 此 ， 需 要 证 
明 下 面 两 个 不 变性 。 

(D 对 于 坐标 变换 的 不 变性 。 设 x1,*… ,x 为 男 一 坐标 系 , 它 为 
y= RC tm xD BEBE OT 1,2, 7,00, FEE A mx 
RER x* Gn, nm c OE RED TER AUN 
F. HE Ph 是 一 个 余 矢 ， 可 知 


(19.6) 


Am 
SopaAdxQ- D) C dp, Aday 


bei be iv y= , 9x 9x, 
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< 9?x 
+ — 0d, Adhe 
ip ks Boml 9x 30% 3 


利用 关系 dx? A dx, = — dx, Adx, 和 


就 得 
> dp; Adx, = Yan, Adx;, 
而 这 就 证 明了 第 一 个 不 变性 。 


(13.7) 


(19.8) 


(2) 对 于 时 上 位 移 的 不 变性 。 我 们 必须 证 明 : dG" 在 短程 线 
的 任意 二 维 集 上 的 积分 ， 对 于 短程 线 上 的 位 移 是 不 变 的 。 下 面 是 


Firey 的 证 明 。 


WS 为 双 参 数 短 程 线 族 。 短 程 线 方程 可 以 写 威 Xx; = (a, By 
(i=1,2,…,n) 的 形状 ， 其 中 参数 o, P 确定 族 S 中 的 具体 短程 
2%, Mit 是 短程 线 上 的 参数 。 契 据 (19,2), pia, Bit) = al (xiCa，, 
Bit), £;€¢,8;t))/ot;, RARS 中 的 短程 线 的 (0,B) 值 所 构成 


的 集合 。 我 们 要 证 明 ， 对 于 一 切 R， 


m5)=| acte | Sap, Adz; 


ii 


-| XE n da AdB, 
i t 无 关 ， 
根据 Stokes 定理 ， 
= [ Tyco.) 209 
m5) = - | 275.050 55 ae, 


其 中 C, aza(0),8- BCOORER UR, MALE 
Pilot) =p: Caa), Pt), 
x¿(03t) =x;(a(o),BCc);4), 


(19.9) 


(19.10) 
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这 样 
mn. _ =- -| >( (25 9x, ps jac. 


dt 90 Pi Soat 
利用 (19.2) 和 (19,.4)， 就 得 A 
dm(S) _ (OD dx, ‚al Od, 
u - [OG do | ab; do ze 
-| dr =0, (19.11) 
e 


由 于 这 对 于 短程 线 的 任意 集合 S 都 是 正确 的 , IG? St ER. 

注意 ， 为 了 应 用 Stokes 定理 , 我们 保留 了 dGi 的 符号 .但 
若 像 在 积分 几何 中 通常 的 作法 ， 取 绝对 值 HaC:1， 它 对 于 上 仍然 
无 关 。 为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 把 丸 划 分 成 忆 和 有 ， 使 得 在 上 ， 


六 acpzpyaka, 有 在 Rr 上 >>0 而 在 R- 上 则 一 0, 并 且 假 设 这 两 个 
点 集 的 边界 都 是 由 有 限 多 条 逐 段 光滑 的 简单 闲 曲线 所 构成 。 于 是 


| la = | „ac - | dG, 
后 面 两 个 测度 都 分 别 和 上 的 选取 无 关 , 因 而 左边 的 也 是 如 此 ， 
这 样 ， 就 证 明了 不 变性 1 与 2 。 由 于 dG! 是 叶 E Fe 的 不 变 
X. MAT 
dG* = (dG!y* = M dpi, Adx;, Ave Adp,, Adx;, 


qee) 


(19,12) 
CH= 1.2.0.0 — DERETER. COMER TIA 2h HE 
集合 的 测度 。 我 们 将 讨论 最 有 兴趣 的 两 款 A= 1 Âlh=n—1, 


5. 短程 线 的 二 维 集合 的 测度 


RMA n (二 2) 维 歼 曼 流 形 。 取 它 上 面 一 个 二 维族 的 短程 线 ， 

并 假定 ， 存 在 着 一 个 横 截 曲面 8 ， 和 族 中 每 条 短程 线 相 交 于 唯一 

的 一 点 。 这 样 的 一 个 短程 线 集合 叫做 一 个 短程 线 汇 ， 若 选取 一 个 
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nenn nn 


ASB, DIR BUSE xs = 0,x, 70, 7,2. 70, 
则 


ds?- Dgudrt, pi = guo. (19.13) ` 


d 
短程 线 G 和 *; 线 所 作 的 角 oi 确 定 于 ecos ai = (9101? (S) of | 
Pi 7 (9i) cosas, 
dp; = 一 (910 1/2 sin ada; + > u cos Q; dXpe 
(19,14) 
根据 第 二 个 不 变性 ,可 以 用 G A0 B ER PC, 22,0, ee, 0) 
REG. TAH 
dG! = dp, Adx, + dp, A dx, 
= — (gi)? sin ada, Adx, ~ (gee) '/? sin ada, A dx, 
+ (za 一 cos a, 一 um cosa, Jar, Adee, 
(19,15) 
RIISE-NHARXR, TRABA ABR), m RE 
边界 OR E ARS ER JC A HER. 为 了 应 用 Stokes 定理 , Sé 
常 取 绝 对 值 为 密度 的 办 法 相反 ， 我 们 保留 4G' 中 的 符 号， 而 把 
dG! 的 积分 作为 短程 线 东 的 测度 。 我 们 得 
m,(G) =| aci 


=| (911) *? cos a dx; + (922) 7’? cos a,dx,, (19,16) 
aR 


E b BARE G MOR 的 交点 ，G 同 3R 的 切线 所 作 的 角 ， 则 
由 于 G 的 么 切 矢 有 分 量 (cos a,)/Cgu) 7, RWWA RAG E 
de /ds, 
Xs 


cos D = (9) ‘© cosa TE: + (95,2 +? cos a, dx: » (19.17) 


ds 
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m,(G) = | ac = | cos ds, (19.18) 


oR 


E.Cartan[85] 所 发 现 的 这 个 积分 具有 颇 为 有 趣 的 性 质 。 注意 
cosóds 是 ds 在 相应 短程 线 上 的 投影 。 因 此 , 若 取 一 切 经 过 一 个 际 
线 上 的 点 的 短程 线 所 构成 的 一 个 管状 曲面 ， 而 AEA RETA h 
L, RAGBRAI, M m CG) TIR AA’ (图 19.1)。 


图 19,1 

考 虚 n= 3 的 款 。 这 时 ， 若 短程 线 汇 中 的 短程 线 都 和 一 个 曲面 
BES, MERU-TEL. HPL, A=4’ mm(C) = 9. 
个 转 来 ， 对 于 已 给 线 汇 的 任意 一 来 每 程 线 都 有 wr,CG) = 0， 则 从 一 
点 4 出 发 的 一 切 正 交 摇 线 就 产生 一 个 其 而 如 ， 汇 中 的 短程 线 都 不 : 
B (在 和 邻近) ER. BK, BRILLE, Hh AZ BRA 
RAH -DERACHTER RA, ATRE RR 
JRA, m(G)=0, Bigl, 67-0. 

测度 m1CG) 的 另 一 个 性 质 是 它 经 过 对 一 个 曲面 的 折射 后 的 变 
化 。 车 一 条 短程 线 在 经 过 一 个 曲 硬 了 时 是 按照 物理 学 中 的 折射 定 
fit sinc = neint/ 变化 的 (未 中 m 古 折射 指数 , 19.2), HF t= a/a 
—d. =T/2 一 多 ,就 有 cosb= ncosg , Alii m, (6) =nm,(G"), 
其 所 有 ”表示 折射 后 的 短程 线 。 于 是 ， 当 一 个 短程 线 汇 经 过 一 个 
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HERA n PAH, WE mG) Kram), Bar, È 
ALESGEAR EAS A SL. 


Ej 19.2 


EXTRA. SREREMERKRAN., MORALE 
线 ， 而 密度 AC 和 密度 dG* (12.72) 一 致 。 事 实 上 ， 若 横 鹤 曲面 
B 是 一 个 平面 E， 则 

= dx? + dy?, Gir = G22 = 15 
而 (19.15) 化 为 
dG! = —sina,da, A dx — sina,da, A dy 


s 然 这 果 所 得 到 的 关于 短程 线 汇 的 性 质 对 于 E, 里 ( 直 ) 线 汇 都 是 
IEMA. PRAM, dO" =0 是 一 个 线 汇 成 为 对 于 一 个 曲面 的 法 汇 
" TRE. 


4, BERN 202 维 焦 合 的 测度 


(it Sop AS PCR iy et PS oe ALES E He dG* (19 ,12)3€ 
Dd cv. REA NTI T 0%, MATE DNA =n- 1 
大 们 了 解 其 少 。 


4 ae NUN RM, fi fet EB. 
Ren-iff, Bi2yibsuyu E 


e 


AA FE , - 
POE = UE ose 
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dG*-' = S dp, Adx, A + A dpi, A dti 


Adp;,,Adx, A AdpaAdxa, (19.19 
为 了 得 到 这 个 密度 的 一 种 几何 意义 ， 取 一 个 和 所 给 2n-2 维 集 
合 中 每 一 条 短程 线 都 相交 的 超 曲面 S*-,。 设 为 集合 中 一 条 短程 
HP HG AMS, (2544. HEP-PH, WARES- M 
方程 Xn =) 确定 ， 而 且 坐标 系 是 正 交 系 ， 这 样 ， 方 程 (19.13) 和 
(19.14) 都 适用 。 为 了 人 确定 CG ， 可 以 选取 已 ， 使 xs =0，dxn = 0， 
于 是 (19.19》 化 为 
dG t= dp, Adx, A Adp, , A dEn- (19.20) 
或 者 ， 根 据 (19.14)， 除 了 符号 外 ， 
dG?-'z (gj gs 1, 5-2! sinQ sina, dx, A en. 
Adx, -, Ada, Are Ada, (19,21) 
RATES n1 Lin - 1 维 面 元 ， 则 


dc = (gu? guion)! ^ dX Ave AX 1, 
而 在 以 了 为 中 心 的 n -12& Z Rk, HAAF G EP MER ads 
面 元 则 是 
_ sind, 


sind 
du = — “Hg, A «e A da 
n-1 1 X n-i 
cosan ° 


因此 ，(19.21) 可 以 写成 ( 取 绝 对 值 ) 
dG?-!z |cosa, [do Adu,_,, (19,22) 

其 中 是 短程 线 和 >*-: 在 交点 卫 的 法 线 之 间 的 角 。 

XX ROGA 09.22) 直接 给 出 一 个 很 普遍 的 积分 公式 。 设 
FCO aa) 为 在 yw- 上 确定 的 可 积 国 数 ， 它 依赖 于 点 王 (c) 利 在 二 的 
Ban. H SRAID, RES na EAEN — 1 zZ BER 
面 上 (考虑 无 向 短程 线 ) 取 积分 ， 则 在 左边 ， 对 每 条 短程 线 G， 
ERICH, DMA, FO S Oian, DE / (7,24) 
在 C AIS, PON PvE RBS. Te 
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N 
[rc nacre 


=| | f{o,a,)lcosa,ldo Adu,_,. (19.23) 
Sai! Uni 


例如 车 f = 1, Mlcosa, |dun_, fj f Zr en — 18 2 RME — À 
直径 面 上 的 投影 的 一 半 ， 因 而 


[Nace -[0, 4G - 1)]F, 09.20 
其 中 和 六 是 GG 和 Si 的 交点 数 ， 而 是 Ss-_! 的 面积 。 
5. 短程 线段 集合 
设 t 表示 短程 线 G 上 的 弧 长 。 由 (19.22) 得 
dG" Adı = |cosa, [do Aduni A dt, (19.25) 
3g FA |cosa, |dt ÉTAT dt BA HIIS SL, 在 了 的 法 线 上 的 投 
E. Hit [cosan |dt AdP 代表 所 给 歼 曼 流 形 在 了 的 体 元 47， 于 是 


(19.252 nf LAS AX, 
dG*-: Adt - dPA du, ,, (19.26) 


RARES SAAC 与 1 确定 (其 中 G ES S dE 内 的 
短程 线 ，: 是 3 的 原点 在 C 上 的 坐标 ) TAT DAP , u. E (其 
EE P EHRE SRR un, nl 乏 球面 上 对 应 于 人 的 方向 
MED. (09.20 中 两 个 等 价 齐 式 中 的 任意 一 个 都 可 以 作为 短程 线 
段 的 密度 。 例 如 让 我 们 考虑 一 个 固定 域 DD 以 及 原点 在 如 内 的 “有 
向 ”短程 线 S* 的 集合 的 测 庶 .(19,26) 左 边 的 积分 是 2AdG*, HE 
RAGE GEO ARARAT 2 BAENA dG 是 无 向 短程 
线 的 密度 )。 09.20 右边 的 积分 等 于 OV ,其 中 是 口 的 体积 。 


于 让 得 积分 公式 
201 
(446 5 On V, (19,27) 
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rcg 07.40 48) RENE. Hee A567). 
6. ZERP JL 


复 空 间 积 分 几何 的 研究 尚未 充分 ， 可 能 值得 进一步 探索 。 我 
PERIL OP ES RU OCT BRS PM 
VE TE Lins Una, 

Hz, Q-0,1.,5,0 为 一 点 2 EPa《C) 的 齐 次 坐标 ， 因 而 z = 
(Zo, rs Zu) FAZ = (Az, AZn) MAERA), i KAR 
zi 的 共 轿 复元。 我 们 引进 Hermite 内 积 


DEBET (19,282 
IIA cler 标准 化 ， 使 得 


2,2) = 52,2151, (12.29) 


这 个 条 件 把 坐标 zi 确定 到 一 个 具有 形状 exzp(iay) GVT], 

a 为 实数 ) 的 因子 。 考 虐 一切 令 (19.29? 不 变 的 线性 变换 >” = Az 

PUNK U MD. BME. SE, +1) x n- ORT 
阵 4 满足 

A4'=E, A =A‘, A'A-E, (19,30) 


dh EE Gn -DxOc-02J B£ RER ARR, Un + RMT 
(n+) Axe Bw, HT zd] zexpo xn I] A, AMA exp (ia) 
确定 同一 个 线性 变换 2’ = Az, 因此 ， 可 以 把 4 标准 化 .使 detA 
成 为 实 六 ， 而 由 方程 (19.30)， 就 得 der4 = 1。 

Apnd RCUCN+ 1) HARB exp Go) E Brey mia, MIEI TE 
UM + 0/98 Hermite Py FES (n+ 1)， 它 在 PC) HB giga PT 
的 Hermite 椭圆 几何 ( 见 [59J) 。 另 G2+1T) 的 元 素 4 DER (19.30), 
因而 get4 =1, KHn+ DWER En On +2). SHIM UC + 1) 
HON + DIERRE. 
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dda + | )fsj Maurer-Cartanjr A FA E 
QsAWdA=AidA (因而 0 220) (19.31) 
RE. ib, —£üMaurer-Cartang Æ 


vjr = > Gy jdagy = (5, dax), 
3-0 (19,32) 
Ojk-F Ori =0, 
rar RE A PIER 
UN) 广 运动 密度 等 于 一 切 狸 立 的 ofx,G5x 的 外 积 ， 即 除 
一 个 常数 因子 外 ， 
dU = A (WIAD AUR 1<ky 0<7,k,h<n, 
(19.33) 
BCFHuO-DAEXEUS, HALA, KPREBAAR 
SR (第 九 章 ， 第 7 节 ) 。 结 构 方 程 是 


dojk= - >on Aer, (19,34) 
1-0 


Cn+1) 有 相同 的 不 变 式 (19.32) 和 相同 更 结构 方程 (9.340), 
维 一 的 区 别 是 ， CP ODD, X X 9$ 9t 944—701 
OE. HAMACA det4 =1 微 导 就 可 以 得 到 的 。 因 此 ，9(z+1) 
芍 运 动 密度 是 去 掉 一 个 oa 以 后 的 一 博 o OPE, HO 为 从 
《19.33) 去 掉 wi: 以 后 所 得 的 外 积 ， 就 可 以 把 49Cn+1) 写 成 对 称 式 
[47] 

d$)(n-- 1) 2 0% Hal! 4 ee t un (19,35) 

线性 子 空 间 和 正规 链 的 密度 。 我 们 要 对 于 P.(C) 里 的 线 狂 子 
空间 和 正规 链 给 出 在 9 人 + 1) 下 的 不 变 密 度 . 除 一 个 常数 因子 外 ， 
它们 和 在 4 + 1) 下 的 不 变 密 度 相 同 。 

设 工 "为 CC) 的 一 个 周 定 的 维 平 面 ， 而 9 表示 令 5? 不 变 
BDC + DIST HE 7 维 平面 的 不 变 密 度 是 齐 性 空 A HCN + 15/5. 


397 


的 不 变 体 元 。 由 于 br 是 紧 致 群 5n € DATÉE, CER 
的 ， 因 而 Cn+1)/b, 有 不 变 体 元 。 为 了 求 它 ， 我 们 沿用 第 10 童 
的 一 般 方 法 . 设 ak (Kk =0,1,*…,D 是 以 方 阵 4 的 第 k 列 元 素 为 坐标 
的 点 。 由 条 件 G19.30) 可 知 Caj, a) =6yk， 而 由 (19.32》 就 得 
da, = > ojkaj， 假 定 工 ?为 ao, ai,ar 诸 点 所 确定 ， 则 OK, 
r+ISIENET, oik-0. HTORERFR, Hpon-0fRO;g-0; 
于 是 在 9Gn+1) 下 > 维 平面 的 不 变 密 度 是 
dL,= /\ Wik AO) OXk<r, r+1<ij<n), 
(19,36) 
而 这 个 密度 除 一 个 常数 因子 外 是 完全 确定 的 。 注意 dL, 是 一 个 
2(r+1) Cn 一 7?) 次 微分 齐 式 ， 而 这 是 可 以 预料 的 ， 因 为 Pn.《C》 的 
r 维 平面 依赖 于 2C? + 1) 《Cn 一 让 个 实 参 数 。 
+= 0 了 时， 所 得 的 是 点 密度 ， 即 了 as(C) 对 于 Hermite (HED 
几何 的 体 元 ， 它 和 从 所 谓 Hermite 度 量 
ds?= (dz,dz) - (z,dZ) (Z,dz) (19,37) 
推 得 的 体 元 一 致 ， 在 (人 19.37) 里 ，z 是 按照 (19.29) 标准 化 了 的 。 
为 了 证 实 这 一 点 ， 我 们 把 (19.37) 应 用 于 点 co， 就 得 


ds? = (da,,dà,) — (a,,dà,) (@,,da,) = >) 0140 ios 


而 体 元 是 人 ej A91) 0-1,2,,2), fL, —S. 
在 复 空间 PQQ(C) 里 ， 除 线性 子 空间 外 。 还 有 所 谓 的 正规 链 。 
一 个 7 维 正 规 链 Ko 是 一 个 点 集 ， 它 的 点 可 以 上 共有 参数 表达 式 


z= Aun, (19,38) 
i0 


其 中 %; AMERO AS 1 的 实 参数 。 一 个 正规 链 依赖 于 Cn+ DO 


2)/24 KBR. AT HIER SEN 88 HE G Ors ara + Boe, HA, 
Pr: 是 实 齐 式 ， 根据 《19.32)， 它们 满足 关系 ars + Aer m0, Brs- 
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Bs, =0, 我 们 有 


dz = SA, da, 
h-—o 
= SN An tings +i > AnBinaj, 19.39) 
bao 3s 一 0 


N, ZK, A.W). 80,1, nb, Bj =0。 于 是 在 9Cn+1) 
六， 正规 链 的 密度 是 去 掉 一 个 Bi 以后， 一 切 Bjn 的 外 积 ( 因 为 由 关 
RO + oe + Onn = OF] IA, + ee + Bap = 0), FAB HARA HLA 
后 一 切 6i2 的 外 积 ， 则 正规 链 的 密度 化 为 [47] 
dK, = BI! + B+ oe + ^h, (19,40) 

EHE K, <n) 的 密度 等 于 K; 作为 子 空间 Lv 内 的 正规 链 密 
REAL, (65 BEAL, Ay PRR, 

积分 公式 。 我们 将 叙述 Hermite E 间 积分 几何 的 车 干 结果 而 
Ré EN (细节 见 Santaló (5649). Un+1) 和 n+1) 两 个 群 都 
有 具 有 有 限 体积 :根据 (19.33) 和 (19.35)， 它 们 的 体积 依次 是 


5-1 à 
. (211) 
zit 0042) 72 
m(n+1)) =i Ia -5 (19.41) 
和 
. "+1 Cry” 
misi 1)) sit crm] ENE (19,42) 
h~? 


其 中 添上 了 i MEARS, DERA RAWE, 
n 维 Hermite 空 间 的 一 切 ? 维 平面 的 测度 也 是 有 限 的 , 它 的 值 
是 


(2x) (R=P) CM FL) 112]*"7) 


m(L,) = NT r+ (19,43) 


4-0, HEP ndpHermite (椭圆) 空间 的 体积 
2 "n 
m4) SS (19.44) 
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KOPIERE ADE RENTE 
以 分 段 地 用 一 组 n+ 10 8 NE tee RE ER = 
2,1) (0,1, ,1) 来 确定 ， 其 中 性 ,…,is) 属于 一 个 域 
DD。 假定 z; 是 按 (19.29) 标 准 化 了 的 ， 我 们 考虑 24 次 微分 齐 式 


O, = > dz, Adz, A Adz, AdZi,, 
Grip 


(19.45) 
其 中 总 和 的 范围 是 一 切 组 合 120, IO 
Hg +1) 下 是 不 变 式 ( 它 实 路 上 是 在 HG2+1) 下 唯一 的 2h 次 不 变 
齐 式 ， 见 [86 D, MOTTE 维 平面 上 的 积分 是 


dy = 一 
1, h hy e (19,46) 
XpT—^RRAINAEUSECLI.4 
hy - 
IO = csi Qi; (19,475 
2 Je, 


涛 Cx 为 代数 蔬 形 ， 六 (Ca) 等 于 Ca 的 阶 . 
假定 Cx 固 定 而 上 -是 作 运 动 的 " 维 平面 ， 其 密度 是 dL.。 这 时 
有 积分 公式 UREA +r- 170) 


| Trer=a Cr ML DAL, = mL) (Cr), (19,48) 
PER 


Herp (L, AA (9.43). RHE, Hat r-n-20, JC NL») 
表示 Ch 和 上 ;的 交点 数 。 

ATACA CREO EJE) Te NIE A ETE A 
TAC. STIER, WI, (CRA n h A | 
CYR BY (每 个 交点 按 其 重 数 计算 ) 之 益 , 可 以 用 一 个 在 Cn UE 
上 的 积分 表达 L364,109j。 

ECHA r ARETE, r+ h—nz0, fuc. m. 
uecUucn+1) PRR, Mil 
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| Toan-n (Ch n uC, du (n + 1) 
Y (a1) 


= mU + 139d, CC, IT, CCL), (15.19) 


同样 的 公式 对 于 8 + 1) IE, HA m CSG + 15) 
REMC - 00. 19.48) AI 9.49) STERN L564]. ZAR 
I5, Schiffman[ 596 £8 HT — EJ AZ — AE. 

公式 (19.48) 和 (19.49) 涉 及 不 变量 (19.47)。 若 考虑 Hermite 
度量 (19.37) 所 导出 的 Cn 的 体积 来 代替 J; (Cs)， 所 得 公式 不 那 
么 人 简单。 由 那些 公式 可 以 推 得 一 些 有 趣 的 不 等 式 ， 这 些 不 等 式 和 
Wirtinger [728] 所 得 到 汐 那 些 有 关 ， 而 后 者 则 尚未 全 部 求 出 。 对 
十 n=2， 参 考 Rohde[ 516] 和 Varga[688] (还 可 以 参考 De Rahm 
f145)). 

关于 代数 流 Jean (Cn uC) Bu ER, E 019.49) 
Bezovt 定 理 。 对 于 非 紧 致 流 形 ，(19,49) 可 以 看 作 一 个 平均 Bezout 
EM. 把 Bezout E PB 推广 到 非 紧 致 流 形 的 想法 导致 了 重复 的 结 
A. Can) =CaN So), HHS (po) =42,]21 <p), HE 


N(Cy,p) =| Jn CHONCUDY 


Bezout 问 题 就 是 通过 Pp,N (C & ,0) AIN (C, p) 3E GREEN CC, NGC, , 0). 
参看 Carlson[ 82], Stoll[655, 656]. Griffiths[ 239], [AJ Carl 
son 与 Crif fiths[83]， 在 其 中 的 若干 处 , 积分 儿 何 起 了 重要 作用 。 

Chern[110]J 把 积分 几何 应 用 于 一 个 复 射 影 空 间 的 子 流 形 几 何 
《还 可 以 参考 Pohl[482J)。 关 于 在 多 复 变 数 的 复 解析 映射 上 的 应 
MECA]. 

全 纯 曲 线 。 复 积分 几何 已 经 成 切 地 应 用 于 复 射 影 空 间 的 亚 纯 
HES A SH HARB, GLE ASL FH, Weyl717], U. Weyl& 
J.Weyl[ 718]RIL. Ahlfozs(1], HEAHEA N Pa(C) 里 一 条 
半 纯 曲线 C，3 = 905, ERn +14 t 的 全 纯 函 数 y' =y' () G= 
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0,1,-,7) 确定 ， 其 中 上 是 复 变 数 ， 在 一 个 已 给 黎 曼 面 上 变动 。 

ALC FARRAR, BAT AT LARC or -1 维 密切 线性 空间 所 产生 的 流 形 
C. (rz1,2,-5,n),. EY, (7 =0,1,,0 x ok & HR A v^v SA 
YA ee AY, MAPLE RIN IR AE x (11) EEG) 

的 了 阶 行列 式 ， 其 中 表示 导数 G-0.1,-.0mk20,1,«., 
eR, NER CC) 可 以 写成 


Y 21Y 2 5 
I (Cr) = 3i] | er dt A dé, (19,50) 
4 €, T 
其 中 |Y|? 表 示 数 积 Y. 了， 例如 = 1 时 ， 
742 
NOD gu] Anar, (19.51) 


其 中 y Ay ARCRBAO A Y -y y mA. 

E TES EN OIR O AO 
除 符 号 外 ，7z(CCuD 是 Ci 的 级 
1f ly *lyy y” 
ixi), Ig Ay! |? 
其 中 |yy’y”| 表 示 以 y,y ,办 为 元 素 的 行列 式 的 绝对 值 . 

关于 代数 曲线 的 经 典 Plicker 公 式 是 不 变量 有 之 间 的 线性 关 
X, WMs+J, 1-2) +),,.=—x) HP s 是 所 谓 平稳 指数 ( 依 颊 
FC, 的 临界 点 ) 而 x 是 C 的 参数 上 的 值 所 在 的 黎 坚 面 的 欧 bz He n 
菜 示 性 数 。 积 分 公式 (19.48) 和 GQ9.49) 给 出 “类 ”的 一 项 几何 
EX, ERT CHAH h 维 平面 的 轨迹 同 随 机 n -4 维 平 面 或 随 
Br 一 1 维 解析 流 形 的 平均 交点 数 的 关系 。 关 于 亚 纯 曲线 ， 参 未 
FM LfE Weyl[717]MAhlfors[ 1] IR BEN 结果 Hung-Hsi Wi 
[730], Chern[115)]#Griffiths[ 240], 


2 
| dt A dé, (19.52) 


JACO» = 


7, 辛 积分 几何 
设 2= ak) HAAR IBN x ARTE, MZ= (34x) 表 
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ALM IGT. AZ=X+iY, Kap X= (24 E), Y= 


(/2i(2-%), SR A RARERY 0 eh. Thee 
En + D。 车 4,B,C,D 为 nxn 实 方 阵 ,而 2n x 2n 实 方 阵 


A B 
"4| (19,53) 
C D 
满足 关系 . 
0 E 
M*IM JI, zi } (19.54) 
一 E 0 


ERE fin xn him 0 表示 零 方 阵 ， 则 一 切 方 阵 M 所 构成 的 群 
SoM MRR. HFM UMAR RAE, SAREN, 
容易 证 明 变 换 
Zi = (AZ + BJ (CZ + Dy (19,55) 
ets Ad. EITIREHS EAE AE, ME 
TUMASIEMA-MA SES. ERSTER EE Bt RJL. 
二 次 微分 齐 式 
ds? = TrY 1dZY-1dZ) 
zTr(OY -idXY-dX + Y UY Y-1dY> (19.555 
在 SG 下 不 变 ， 它 在 五 上 确定 一 个 黎 曼 放量 。 这 个 度量 所 确定 的 体 
元 是 辛 几 何 中 的 点 密度 。 除 一 个 常数 因子 外 ， 这 个 密度 可 以 写成 
dP = [Tr dZ A Y~'dZ) J" m+n) 72, . (19.57) 
SER YD HE PU P438 fg A MR. 
联系 到 短程 线 ， 可 以 证 明 ， 辛 度量 (19.56) 在 总 任意 两 点 之 
闻 正 好 确定 唯一 的 一 条 联接 它们 的 短程 线 ， 而 且 一 切 短程 线 都 是 
Z = iexp(sG) 所 代表 的 曲线 的 斑 保 ( 即 辛 群 下 的 和 象 曲线 )， 其 中 
s 是 弧 长 而 C 是 对 角 方 阵 CO ing) O<H<H< c9, 是 满足 
Dig? =1I 的 任意 常数 。 这 就 证 明了 ， 互 的 一 切 短 程 线 划分 为 nm- 1 
O ENS, 其 中 每- -类 确定 于 满足 忆 91 = 189972 Co, go, ve, 
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Gn). EEN RU RAE Ai RBS A EY 
Legrady[ 358 HR TEE, FEM 878 T I] CEE if 
面相 交 的 短程 线 集合 的 一 种 Croften 公 式 。 

辛 积分 几何 似 很 值得 深入 研究 。 关 于 辛 几 何 中 的 必要 概念 ， 
可 以 参考 Siegel! 的 基本 论文 L610]。 


8. Gelfand 积分 几何 


Celfand,Helgason 和 其 他 作者 曾 用 积分 几何 这 个 名 词 来 代 友 
与 本 书 意义 不 同 的 几何 。 他 们 考虑 了 下 面 的 一 般 性 问题 . 

设 义 为 一 个 微分 流 形 ， 在 其 中 已 经 给 定 了 一 些 子 流 形 fu3 
= Muy, ,ux)，、 它 们 解析 地 依赖 于 参数 ,ux、 对 于 关上 部 
一 个 已 给 函数 1(x)， 取 每 个 履 (n) 上 的 积分 


fw = | " fdc), (19.58) 
n 2.) 


其 中 do EM) EA EA. KH, RAAT 
集 上 确定 的 一 个 新 函数 了 。 问 题 是 把 “Radon 变 换 ” ff jé 
转 ， 即 由 fCw) 确 定 / (x)。1966 年 以 前 关于 这 个 问题 的 结果 ， 在 
Gelfand ,Gracer 与 Vilenkin 的 书 [224] 有 系统 的 阐述 。 

经 典 的 款 是 ，XX 在 R" 内 而 流 形 M (Cw) 则 是 R" 中 的 超 平面 。 当 
n=2 和 n= 3 时 ， 这 个 问题 1917 年 为 Radoaf493] 所 AR 决 ， 而 Jokhn 
[324 HEERES S EE ER. 

johnfsfkSU EL AUE bn B. StF RISE WD (ux) = uxj + ere + 
Barn =P, Hu AAR, 2 为 实数 ， 我 们 取 微 分 齐 式 


do = (- Duda, A Adx íAdxy sa ee Adx, 
( 超 平面 上 的 有 和 祝 面 元 )，、 它 与 4 无 甘 。 这 样 ， 对 于 无 穷 次 可 微 而 


Lv: (ETE RÉ AR) RIL ERO) GP SR EE BY DR ED, EE 


| m I 
Rades 4 iin 
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fou,p)=| fcx)do, 09.00 
(sos) =P 

用 Fu,p) 来 表达 jx) 的 公式 与 空间 维 数 是 奇 是 偶 有 关 。 若 m 
为 奇数 ，Radon 变 换 的 逆 是 


Gpo? 


fco = ge | 079 a, 0,240, (19.60) 


a 


其 中 
do, = Ic 1) 47 udu, A» A dup- A dtg ss Are Adus 
ASRS EHE, MIRRA NAT p Bin 一 1 阶 导 函 


数 。 积 分 范围 是 把 u 空间 的 原点 包 在 里 面 的 任意 超 曲 面 2。 
H 7 为 偶数 ，Radon 变 换 的 逆 是 


— € 2 E, f(u,p)[p- (ux) ]"*dp)do;, 


(19,61) 
其中 对 p ADE FEE ARA. ALL 2247, TE HA 


f(x) = 


Pi AAA, APART f 在 空间 的 某 些 子 
了解 过 确定 该 范 闭 本 身 ， 这 个 问题 是 了 uak[210] 作 多 
LEHT, ERE E A ART f "s ME 
HABLADA E 于 HOUR SRE, MT, 
页 Radon 193 TR bt TEJER E, ABER 
ER REI. LA Ha. GRA RER, li 
Blaschke” 39341, W, Green[ 235), 

至 elgasonL297] 把 Radon 的 和 John 的 公式 (19.60),(19.61) HE 
FAR, MPEP RAR RO MERS Go), iR 
AE 0 A EU CER ERI ) 上 的 积分 。 Gelfand, Graev 与 


© Support. — Rd 
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Vilenkin[ 224]JÀ I — fü E AE AE Tnt, MEME E S BB 
ERA, IRE RRR Ls: 由 于 双 曲 空间 的 极限 球面 
上 的 内 缠 儿 何 是 欧 氏 几何 ， 它 们 形成 同 欧 氏 空 间 超 平面 可 以 类 比 
的 一 种 图 形 。GCelfand 与 Graev[ 322j 把 上 述 结果 推广 到 具有 一 个 
复 等 距 群 的 非 紧 致 对 称 空间 ， 而 Helgason 则 把 Radon 公式 推广 到 
一 切 非 紧 致 对 称 空间 。 

Helgason[300,301] 指 出 ， 如 果 把 (19,59) 芳 BEA, AX 
《19.60) 包 含 两 个 互相 对 偶 的 积分 ， 先 在 一 个 经 过 x 的 已 给 超 平 
面 上 积分 ， 然 后 再 对 这 个 积分 在 经 过 * 的 超 平面 集合 上 积分 。 在 
这 个 对 偶 性 指引 下 ，Helgason 采 取 了 下 面 非 常 一 般 性 步骤 ， 

LEG 为 一 个 局 部 紧 致 拓扑 群 。 设 Hzx, Hs 为 G 的 两 个 闭 子 群 ， 
HSRERRX -G/H,, 8=G/H,.. ME: G) G,Hx, Hz, Hx 
门 互 = 都 是 么 模 群 ， (人 b) AhyC Hy, AxH¿CH 2H y, 则 | hx€ Hes 
车 hs €E Hs, hsHxCHxHs, Wlh.c Hy. 

若 六 和 全 里 的 两 个 元 素 ， 作 为 G 里 的 旁 系 有 公共 点 ， 则 这 两 
个 元 素 称 为 互相 关联 。 然 后 ， 对 于 XEX, SE= (TCE; x STEH 
关联 } 而 对 于 EE, 4 É=1xEX, x, ë 互相 关联 }。 这 些 集合 构 
成 G 的 某 些 子 群 的 变 系 ， 它 们 有 不 变 密度 ， 依 次 可 用 du 和 dm 表 
示 。 这 样 ， 若 了 和 依次 是 在 XX 和 S 上 适当 限制 了 的 阔 数 ,并 令 


ie fomo, $00 = oan), 
(19,62) 

Helgason[301] 提 出 了 下 面 一 般 性 课题 ， 

(a》 通 过 积分 变换 1 一 了 和 $ 一 $ 把 XX 和 3 上 的 隐 数 空间 相 联 系 
起 来 ， 

do 把 X bleu BIN VE EUR D 5 CH) iA 
起 来 。 

Helgason 证 明了 ， 对 于 依次 在 X 上 和 E 上 适当 标准 化 了 的 不 
变 测度 dando, AR 
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MOUSE - | [XD echt (19.63) 
3 


ADT ~ QUA RB IM ESE EN 了 API DL. 

二 为 一 个 例 ， 设 6 为 R' 的 一 切 刚 体 运动 所 构成 的 群 . 设 昌 x 为 
G 中 令 一 个 已 给 让 维 平面 Le Ho FE, GE Las 在 内 
的 一 个 ” 维 平面 上 ;固定 的 子 群 以 < 过 +r，LsCL)。 这 样 ， 则 X= G/ 
Hk R'E h APRA mE = G/ 日 sz 是 ?7 维 平面 集合 .密度 du() 
= dL. in) ES Lal r 维 平面 的 不 变 密度 ， 而 dm(x) = Ly RL, 
里 的 有 维 平 面 密 底 。 于 是 公式 (19.63) 是 (12.52) 的 一 个 推论 ， 

公式 (09.600 7009.61) ash, HFR”, 在 反 演 公式 之 间 ， 
n 为 奇数 的 球 同 n 为 偶数 的 款 有 着 鲜明 的 对 立 ， 在 前 一 款 ， 
(19.59) 是 通过 一 个 微分 算 子 的 反 演 ， 而 在 后 一 款 则 是 通过 一 个 
积分 算 子 。 对 于 对 称 空间 ， 对 立 仍然 存在 ， 但 决定 性 因素 不 是 奇 
侦 性 ， 而 是 等 距 群 的 Cartan 子 群 是 否 都 互相 共 轿 [3011。 

John[324a] 和 Borovikov[65] 给 出 了 R" 上 的 Radon 恋 换 对 R" 
里 当 系 数 微分 方程 的 应 用 (参看 Rhee[509])。Helgason [299,303, 
305 给 出 了 对 称 空间 上 的 Radon 变 换 对 解 这 些 空间 里 的 微分 方程 
的 应 用 . 

Celfand 与 GraevL222]，Gelfan,Graev 与 Vilenkin[224] 和 Hen 
*gason[ 300,304 给 出 了 对 群 表示 的 若干 例 和 应 用 。 

关于 对 称 空间 上 Radon 变 换 作 了 进一步 工作 的 有 Helgaso- 
C302]: 一 秩 紧 致 对 称 空间 有 反 格 拉 斯 曼 流 形 ); Petrov 和 Sibasow 
([472,007]; 格拉 斯 曼 流 形 )， 以 及 Morimoto[433] 和 Kelly[331] 
(关于 较 低 维 的 极限 圆 ) ,关于 一 种 一 般 群 论 理论 为 基础 的 探讨 , 见 
[301] 关于 微分 齐 式 的 有 关 推广 ， 见 Gelfand，Graev 与 Shapiro 
[223], Kelly[331], Morimoto[ 133 ]fPetrov! 4727, 

Ramanov[517] 给 出 了 关于 积分 几何 的 一 些 唯一 性 定理 例如 
他 考虑 了 以 下 课题 : 设 有 -- 族 迎 转 业 球 ， 它 们 的 一 个 焦点 固定 ， 
设 经 过 固定 焦点 的 一 个 固定 平面 上 有 一 个 点 集 ， 而 令 另 一 个 焦点 
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则 在 该 点 集 上 变动 ， 问 题 是 由 一 个 函数 在 椭 球 埃 上 的 积分 求 函 数 
本 身 。 这 个 名 题 对 于 从 地 震 学 数据 来 研究 地 球 内 部 结构 有 应 用 。 


9. Eis 


(1) Hermann 的 两 个 公式 [308]。 (a) 设 X 为 w+n 维 可 微 
RE, EAU, 设 n 为 叶 的 维 而 XX/F 为 叶 的 集合 . 设 Y 为 m+ 
p 维 流 形 而 ac，Y->X 是 可 敏 映 射 。 设 0 为 Y 上 一 个 p 次 齐 式 而 
sw 为 XX 上 时 层 忆 的 一 个 不 变 m 次 齐 式 .假定 对 于 每 一 个 LEX/F 
(除了 一 个 测度 为 零 的 om 的 集合 外 )，o-:(Z) 是 了 的 一个? 维 
FR. MAR 

Nal, 0% TT 


EXIF [JLB REE BE ABN. WU 
[er ca) ems | No™, (19, 64b) 
Y X/F 


Vg AX AXHS—JIAREBRR, REX > LEMA HZ 
Rat, d$ (CZ) 是 2 的 一 个 子 流 形 , 它 的 维 dim5S = dimz - dimF, 
BY, nme: YY 一半 的 包含 县 射 。 这 于， 在 公式 (19.64a)》 
里 ， 对 于 (EX/Ff)，N(L) 变 成 L 在 Z 里 的 投影 同 S 相交 的 次 数 ， 
而 (19.642) 的 右边 则 是 下 的 一 切 和 S 相交 的 叶 的 测度 ， 都 按 其 
相 重 数 计算 ， 

(b) GAVE RE Ml AKASH. O/A (mA 
asin], HP: G>O/LHwE 5099. EK, K A 6/ CHF IB, 
ii HdimK +dimK,=dim@/C, KoRRREK COPA®, Mi 
N(DZRIKNA KRDA BE. BEAR, Ke GAY. LE, 
SIN E ye Ky, sco. CK, MTE Rie bey e A x € 
xK-»ä, 


acy QS 2X E ví Onn, 
ni 
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| Nao= | a*(dg), 
6 KoxexK 


Hop do RRO LEASE. a* C49) 的 计算 与 @ 作 为 李 群 的 结 
MAG Re 

(2) ARRERA. HEAR dG? = (165^ (19.125. 
混 定 M, 和 Ms: 为 黎 曼 流 形 这 的 两 个 上 维 子 流 形 ， 而 且 每 两 点 PE 
0D 和 PCEMo) 确 定 唯 一 的 一 条 短程 线 C。 令 dc; 为 Mi 在 P: MR 
元 ,7 为 短程 弧 PLPVI E, AC AM EP SIT BEA, 
而 9 为 含 T ;在 内 的 h+ 1 维 短程 流 形 和 GG 之 间 的 角 (1= 1,2), 这样， 
除去 一 个 常数 因子 外 ， 


hr 了 1 
dG* = r7*cosÜsina,sina,do, Ado», 


RTE BW, BLPohi[ 481], 

(3) 矢量 积分 几何 。 设 天 是 Po 里 一 个 凸 体 ， 它 的 边界 是 
3 天 ,五 表示 3A 的 -1I 个 主 曲 率 的 第 r 个 初等 对 称 函数 。 天 的 & 
量 截 测 积 分 的 定义 是 


n-] 


O = | si, 


Hilo RESORT) do ORBE) Wü x 表示 从 原点 到 有 XA 
的 矢量 。 因 此 ,可 以 推 得 所 谓 曲 率 形 心 pf= 9;/W;(i= 0,1, 0,7), 
rh W: 35 35 XB GROS 2:03.80 8003.45 .. 特殊 地 ，ps 是 下 
Steiner O, "E BUE RAAR GTA RE Go RO KS Pe, 见 
[247,248])。 了 Hadwiger 与 Schneider[280] 杷 qi,pi 的 定义 推广 到 四 
SRBS SED CD JE wp CLRUR I SPOTS oR AG 2 40 
FATTY. BARRA OW, WR IL TH 
许多 公式 郊 有 其 对 应 的 公式 .例如 若 D, 和 Pu 是 同一 个 凸 环 的 点 集 ， 
dK 为 域 D, 的 运动 密度 ， 而 D, 为 辕 定 域 ， 则 
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Jon (DN Doak, = Son DDD, 


其 中 can eRe BRR. ARERR O 几何 中 对 应 于 (15.72) 的 
公式 。 细 节 和 推广 见 Hadwiger 与 Schneider[280],Schneider[ 599, 
6001, HadwigerSMeier[279 ]A & H.R.Müller[438, 439]. 
(4) 曲面 上 的 积分 几何 。 设 ds: = edu? + gd? 7j HE 2 
在 局 部 正 交 坐标 系 下 的 第 一 基本 齐 式 。 若 4% 表 示 在 (*,2) 点 ， 短 程 
线 G Alu 线 所 作 的 角 ， 则 短程 线 密度 (19.15) 可 以 写成 
dG= -v esingdg A du + Y gcospdp Adv 
+[Lcav g /au) sind — (3v e /av)cosp ]duA dv, 
(19.65) 
特殊 地 ， 若 Cu, 小 是 短程 坐标 系 ( 即 v= 常数 是 短程 线 ， 而 4 
是 这 些 短 程 线 上 的 弧 长 )， 则 e = 1， 而 (19.65) 化 为 
dG= (aw g /ou}sinpdu Adv — sin$d A du 
+v g cospdó A dy. (19,66) 
若 短 程 线 集合 中 ， 每 一 条 都 和 一 条 4 线 垂 直 ， 则 根据 第 二 不 
变性 (第 2 节 ), 可 以 在 每 条 短程 线 上 取 B=x/2 的 点 而 密度 dG 化 
简 为 u 
dG = (av g /au)duAdv, (19.67) 
对 于 短程 极 坐 标 ， 2 表示 由 原点 0 到 短程 线 G 的 距离 ， 面 7 
为 由 0 出 发 而 垂直 于 C 的 短程 线 和 经 过 O 〇 的 一 个 固定 方向 所 作 篱 
fü. 
设 为 曲面 2 上 一 条 长 度 为 上 的 曲线 。 这 时 公式 09.203€ 
而 对 于 -条 长 度 为 Lo 的 短程 线段 S*, 若 用 六 表示 S* 门 7 的 交点 数 ， 
则 
| a Nds*=4LL,, (19.69) 
rns +g 
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其 中 ds =dP À d8 = dG* 人 ds 是 上 的 运动 密度 (dP 是 线段 S* 的 

始点 了 的 密度 ,而 9 是 S* 和 在 P 点 一 个 固定 方向 所 作 的 角 (19.26))， 

我 们 给 出 这 些 公 式 的 一 项 应 用 . 设 2 为 E 一 个 三 曲面 ,在 它 上 

面 的 一 切 短程 线 都 是 团 烛 线 ， 这 时 ， 容 易 证 明 ， 一 切 短程 线 都 有 

FAI REL, AEWA RAF NSO, BG. ME # 

程 线 ， 而 把 一 条 作 运 动 的 短程 线 看 成 长 度 为 上 的 短程 线段 ， 则 根 
据 (19.69), 

4L? = [war pd0> ¿Ja Ado = anF, (19, 70) 
HH Fei. S 1/ Ri 是 二 的 高 斯 曲率 于 的 最 大 值 ， 则 已 = 
K'du,4xR$, 1114 09.70) 可知 Lz22xR,, iX 是 Zoll[735] 得 


到 的 不 等 式 。 
设 在 2 上 取 一 条 固定 短程 线 ， 在 和 它 相 交 于 不 多 于 一 点 的 短 
程 线 中 ， 有 一 条 最 长 的 ， RK AA, TEH (19.69 可 知 
4AL = [NaP Ad6 «[aP nur, (19.71) 


Vati P AsLL/2,8gk C AM RP. BBP RAO MAEM, 
Win ARERR — UG BARGER EP’, RDA CP, RAP, 
P 的 距离 ， 并 且 对 于 PCED, 0<0<21, S a=inff(P,0), Wi 
axcA, HH REA <P, MPR EA 曲面 ， 这 个 
不 等 式 可 推广 为 2a2y<rF( 这 是 Berger 的 结果 ， 见 工 .到 .Green 
[236 D, Hh x 为 曲面 的 Euler-Poincare 示 性 数 ， 

关于 南面 上 和 Finsjer 空 间 几 何 ， 参 看 [39,95,463,555,621， 
46] XT HEAR, B47 255,254]. 
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附录 。 微分 齐 式 与 外 微 积 


1. 微分 齐 式 与 外 积 


这 个 附录 的 目的 是 对 微分 齐 式 作 不 求 严密 的 介绍 ， 而 且 主 要 
涉及 本 书记 用 到 的 部 分 。 所 谓 外 微分 齐 式 ， 或 简单 地 微分 齐 式 ， 
兽 于 上 世纪 末 被 Poincare 在 他 关于 天 体力 学 的 “新 方法 ?中 JH. 
然后 被 下 上 .Cartan 在 他 关于 连续 群 和 Pfatf 式 系 的 工作 中 采用 。 
在 Cartaa 的 积分 不 变 式 理论 (1922) 中 ， 他 曾 对 这 种 齐 式 作 了 系 
统 的 论述 [87J。 后 来 ， 主 要 是 通过 Chevalley 在 1946 年 关于 李 群 的 
工作 [118]， 微 分 齐 式 被 结合 到 代数 领域 ， 那 以 后 ， 就 广泛 而 成 
功 地 用 于 微分 几何 和 理论 物理 (参看 Sternberg [628,629] 和 H. 
Cartan[91] 的 著作 )。 不 过 , 姓 然 我 们 的 目的 只 是 辑 入 本 书 所 用 到 
的 一 些 定义 和 结果 ， 在 这 个 附录 里 ， 我 们 将 采用 较 经 典 而 直觉 的 
叙述 方式 ， 比 较 强 闪 微 分 齐 式 的 运用 及 其 几何 意义 ， 而 不 采用 严 
窗 面 精确 的 表现 形式 。 这 种 几何 引进 的 途径 可 以 在 E .Cartan [90] 
和 Filanders[201,202] 的 著作 中 找到 ， 

在 R" 里 ， 一 次 微分 齐 式 或 一 次 式 ( 世 称 为 Pfaff 式 ) 是 线 积分 
中 积分 号 下 的 式 

w = adx, + adx,+ «+ + dad, C1? 
这 是 指 ，(1 ) 式 可 以 在 有 向 电线 上 积分 ， 其 结果 与 曲线 的 参数 表 
AX. 

FBG EBX, xix. SEES, AMEE, BuU 

里 于 C“" 类 ， 经 过 坐标 变换 xi 一 2 ， 一 次 式 (1) 可 以 写成 
oO = 2j pedet = Datel, (2) 


ig A RBA Ble; 的 变换 法 则 可 以 用 方程 
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" 
Ox; 
ay = > ~ +4; 
Ox, 


ZI, WARE EE Rp bh Be Se EN S S IRA. 
一 次 式 的 一 个 例 是 一 个 函数 /的 微分 


df = TELS C4) 


但 是 ， 并 不 是 所 有 一 次 式 都 可 以 这 样 得 到 。 根 据 微 积分 中 人 
们 熟知 的 一 个 定理 ， 微 分 齐 式 CD) 是 一 个 函数 的 微分 的 充 要 条 件 
是 94;/9xh = 0a, /Ox,, 

— ko D 和 纯 量 4 之 积 的 定义 是 加 = S Aa dx, ji — & 


Ro = Dadrit $0 = Do data th BL BoM + 


$9 = Sabb de, RAS, —KRHRR AT 
函数 环 上 的 一 个 模 。 一 次 式 dzi,dxs, dx, Bik PMY 一 个 底 。 
任意 一 组 独立 的 一 次 式 ， 即 任意 满足 detlahi| 寺 0 的 一 次 式 oF = 
Dan ;dx;ch= 12，…, 办 也 构成 这 个 模 的 一 个 底 。 

为 了 给 出 二 次 齐 式 或 二 次 式 的 定义 ， 我 们 先 考虑 平面 民 * 的 
E. ERE, TIBIA FRA ARI de de 照 变 
BRAK, ABB. exi, ERM 


OX, OX dx, Ox, 
dx,dx, = ( Lowe LIA 2 ax’ dx! 5 
mee ax' ox, ax’, ax! pz (5) 


这 表明 ， 在 二 重 积分 号 下 出 现 的 “乘积 dx,dx, 不 是 微分 
dx, = (2x;/0x,)dx + (3xi/9X2)dxz (t= 1，2) 的 普通 乘积 ， 而 是 A 
一 种 乘积 , 称 为 dx1 与 4xs 的 外 积 , 它 用 八 表示 (通常 读 DO RN”). 
外 积 的 基本 性 质 是 反 称 性 或 交错 性 ， 即 
dx,Adx,= —dx,Adx,, dx,Adx,- 0, (6) 
根据 这 个 反 称 性 ， 经 过 坐标 变换 x;->x;， 就 有 
414 


E 6 9 P à Li 
dx, A dx, = (ras + das JA Gai E ) 
i nd ] 3 


- Ge 9x, _ ax. 5 Jax C Adxt, 
axi dx, ax, 0x! 


Tis HUE MM (8 一致 。 

车 xX, xs 表示 正 交 坐标 , 则 外 积 dax:Adxs* 表 示 平 面 上 有 疝 面 元 . 
RE, BRR A CN dx.) fü Cx, Ox A/R HE 为 
边 ， 作 有 向 平行 四 边 形 ， 则 

dx, dr: 
dx, Adx, =. | = dx öx, — dx,ôx,, (7) 
Ôx, 6x, 


例如 取 两 个 位 移 ， 依 次 平行 于 坐标 办， 则 有 
(dx, = dx; dx, = 0), 8x,=0,0x,= 0x,, 

面 面 元 即 变 为 通常 的 形式 dxidxs。 取 第 一 个 位 移 沿 一 个 极 坐 标 系 

CO) 0 的 径 矢 方向 ， 第 二 个 位 移 沿 垂直 方 癌 ， 就 有 


ôx, = -psinbgd0， 6x, = pcosdd®, 


dx, =cosódo, dx,=sinódp, 
mh CO dx, A dx, = pdp A d8, iXs t tA s PES 面 元 。 
KRA CO 可 以 作为 在 任意 仿 射 坐标 (不 一 定 正 交 ) 下 外 积 的 


定义 ; 由 此 容易 导出 下 面 的 分 配 律 
dx, A (dx, + dxs) = dx, A dx, + dx, A dxs, 
(85 


以 及 
dx, A Crsdx,) = xadx, A dx», 
作 了 这 些 准 备 后 ， 我 们 可 以 给 出 R" 里 的 二 次 式 , 它们 是 
出 现在 二 重 积分 的 和 而 分 号 下 的 式 ， 即 


y = >, a,jdx,Adxj, (9) 


te jet 


它 可 以 在 定向 二 维 流 形 上 积分 ， 其 结果 与 流 形 的 参数 表示 无 关 。 
函数 al 都 假定 是 属于 C" 类 。 HIE Gu - oj0 仍 用 记号 


ai7 表 示 ， 则 地 然 总 可 以 假定 二 次 式 的 系数 是 反 称 的 ， 即 aiy= 
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-aje 二 次 式 (9) ict eR AE + IRE E A PS it 
AX 


ajj = D > ka ax, Go) 
à, H 3 
KER EA TAR INDIE. 
产生 二 次 式 的 一 种 方法 是 取 两 个 一 次 式 
oO = aids, PY = Db dee 
的 外 积 ， 其 定义 是 


wD AGM = > a;b;dx,; A dx, 
pe fal 
EY a1) 
= x 
之 »,| Fi ^ 11 
而 根据 (7), 它 可 以 写成 
DO Ao = D, ajbi(ds8xj- dxidxi), (12) 


RH, Boo (d)= Dladx,, 00 (8)= Dads, 同时 对 由 中 
也 引用 类 和 似 记号 ， 则 
OD AD =a Dd D -wD (0$ D d), (13) 
Eh, AURA ECO EA 表示 了 他 们 的 外 积 。 
显然 ， 并 不 是 每 一 个 二 次 式 都 是 两 个 一 次 式 之 积 。 如 果 是 的 
话 ， 那 个 二 次 式 就 砍 为 可 分 解 的 .例如 ,车 m>3, Mo, 02, 03,044 
有 只 "里 的 一 次 式 ， 则 二 次 式 (o A09 + (os 人 2 就 是 不 可 分 解 的 。 
沿 着 上 面 的 路 子 ， 可 以 给 出 7 次 式 〈7 次 微分 齐 式 ) 的 定 
X. 
mM = >, lirip dx;, A" Ads; , (14) 


它 出 现在 R" 里 + 维 流 形 上 的 7 重 积分 的 积分 号 下 。 若 *>n， 唯 一 
HrRRETA. 


Alb 


HF RRO RR, RPL ELBOE AL E R 
TENE A or DUR EE CRE M S. 
"KR AD 和 4 次 式 
QD = Mb, Dg AX 7, A A dx 


I MA cp oH , 1 fe DU Er 3 to» 
qu ho ATAR SEE M 


4) 一 ; ; 
QU Aw = > airna, din, Fin 
to | 


New Adx;, Adxi, Ae Adxj, (15) 


注意 ， 经 过 r OO EMA, T ded, kdr, dx, B 

到 左面 ， 同 样 ， 分 别 经 过 r Sch EUA 以 依 次 把 des, e, 

dx, ,越过 dxi ee, dx, .所 以 ,通过 r4 次 的 次 序 颠 倒 ， 可 以 从 oo 

Aw? Bala Aw, D, 外 积 对 于 加 法 是 可 结合 ， 可 分 配 
的 ， 但 具有 性 质 

t) OC? Aw‘ =("]1)"%0'D poo. (16) 


RM, TILA RINA EAS TAE 
EAM, CEUTA CES. 
E RS AS 
的 可 微 函数 环 的 一 个 模 ， 而 这 个 模 的 一 个 底 是 r 次 式 dzuA- 
Adz, Ci<n<…<i") 所 构成 ， 因 此 ，R' 里 的 + 次 式 模 的 维 数 是 
(7). Boron m o AMAR, Mr 
Di, AO AAA, (uei emm Le) 


也 构成 次 式 模 的 一 个 底 。 
2. 外 积 的 两 项 应 用 
(D o= San dx Gu 1,2, OBR BHR, 它们 
À 


HUA IERE RER, Aimee taal AE E 性 g 关 
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的 充 要 条 件 是 矩阵 Con) 的 秩 是 ，。 另 一 方面 ,作为 (11) 的 推广 ， 
我 们 有 
Qi du, 


Ari, des, 


w A ve Ao, — >, 


i yours, 


dx, Am Adxi, . 


(17) 
于 是 得 ; 
- KA, ,Wr 线性 无 关 a4 ERE 
NND, 
注意 当 7 = "时 ， 我 们 有 
OA 人 on = det lazy [dx A dx, 人 人 dxns (18) 
(2》 设 1,*…,w; 为 R" 里 线性 无 关 的 一 次 式 并 假设 男 有 一 次 式 
Pires Pry 使 
W ADi t w Ah + ee + Oe A Pr = 0, (19) 
则 


Pi= D Ain, Aim=Anii=1,2,.",7), (20) 
hel 


这 是 一 个 有 用 的 性 质 ， 称 为 卫 .Cartan 引 理 。 为 了 证 明 它 ， 选 
取 Orel, e Oslo, t ,Ors 0,641, +0. R'E — RA 的 底 。 于 
是 可 令 


的 = S Aion 十 > Bin0n» 
k=l 


h—f*-l 
而 代入 (19)， 就 得 ús 
2j (Aus Aj) Ao; >) D) BinoiAen=0, 
iss ager 0o) Fors 


Hr Sb FRO, Ao; RR" 里 二 次 式 的 底 ， 就 得 Ai Aj Bin 
=0， 而 这 就 证 明了 (20) 。 
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3. 485 
一 个 了 次 式 
wos > Gireidi A Adx,, (21) 


s 1° a Pr 
的 外 微分 或 外 导 式 的 定义 是 
det? = M da, ni, Ade: Am Adx;, 


dai, 
= > pe, ddr, AA dxi,, (22) 


其 中 我 们 要 对 于 下 标的 一 切 排列 取 和 。 
例如 若 o= > id, 就 有 


Li 2a. 
do - S da, Ads, = PEL 


i=] 


i <i 
ra MEURT ARR r 权 协 变 张 量 的 分 量 ，dw'” 的 
系数 也 是 一 个 反 称 + + 1 权 协 变 张 量 (所 谓 4i..…1, 的 旋 量 ) 的 分 量 ， 
因而 定义 (22) 与 坐标 系 无 关 。 为 了 使 定义 完整 ， 我 们 约定 ， 一 个 
函数 7 (作为 零 次 微分 齐 式 ) 的 外 微分 就 是 它 的 普通 微分 . 
外 微分 有 以 下 性 质 . 
(a) Bol Ale! 依次 为 7 次 式 和 s 次 式 ， 则 
do Ao?) = dut) Aw) + (OI Ta? Adu’, (24) 
这 从 定义 (22) 容易 证 明 ， 
D 对 于 任意 ww， 
d(de) =0, (25). 


证 明 doo", SO 


d(dw) = 5 Pai i dsp Ada Adap A + A dx. 


Mo Erie rd, OX, OX 


t 1 t t 
= d bx xxr) 


BE ka die d, 


x drk Adra dxi Ase A dx; =0, 


期 (25) 。 

可 以 证 明 ， 外 导 算 子 d Behe Æ dw + D) = do + dp 以 及 性 
项 (24) C5), EUX CO E BEE. iX ETERS MAD ERA 
FER WRALD. 

tia Xo, (de-0, BERAMR: Fo=d0, Hip 中 
是 某 个 齐 式 ， 它 称 为 恰 [ 当 3] 式 。 

时 25) 可 知 ,每 一 个 丛 式 是 闲 式 .道理 只 在 局 部 是 正确 的 。 例 
An Ro = (xix 7 (x dx, — rdx) ER’ — {0} 里 满足 dw = 0， 
但 只 是 在 局 部 %=d$。 一 般 地 ， 有 以 下 结论 ， 称 为 Poineare 引 理 ， 

Ho ARR AER EA TA r ARUS SIR 
de-0, WMAT-1AX0, f&o-dó, 

lE B] WL Sternberg[ 628] H . Cartan[ 91], 

星 状 集 的 定义 如 下 已 给 点 集 0， 若 有 一 点 xEU， 使 得 对 于 
每 一 点 yE U， 连 接 * 逢 y 的 线段 都 含 在 0 内 ， 则 UU 称 为 星 状 集 。U 
为 星 状 开 集 只 是 每 一 个 VU 上 的 闭 式 为 恰 式 的 充分 条 件 。 Whitney 
[5723J 失 出 了 一 个 充 要 条 件 ， 


4, Stokes AR 


io AR” 里 一 个 定向 ~ 维 流 形 LE HER 支 集 的 7- 1 次 
M 而 3Y- 才 示 了 ,的 边界 ， 在 这 里 ，3Y ,是 看 作 一 个 定向 r- 15 
流 形 ，V ,的 正 访 导出 OV .的 正 向 。 这 村， 
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Í, osf, do, (26) 


这 是 所 谓 的 Stokes 公式 ,证 明 见 [628,201,723]。 注 意 : 
持 ， 这 就 是 微 积分 的 基本 公式 。 

特 款 (A) 7 =2,n= 2 的 款 。 这 时 V, 是 R? 里 一 条 光滑 简单 
ASE OV ,所 包围 的 闭 域 。 设 2=a14x, +a,dx,, MARCHA 


9a, _ 2a, 
[a+ ad = |, az - je Jin A dte (27) 


SX Aie es Green SEHR, 
(2) r=2,n=3 的 次 ,这 时 Ys 是 R^ 8 — CU 2E I HR IET , E 
的 边界 aV :是 一 条 光 请 简单 图 线 ， 其 正 向 为 了 :的 正 向 所 导出 。 设 


2= adx, + asdxs+asdxs， 则 


| G,dx, + adx, + agdx, 
ave 


9d, da, 
=|, Ge 20x, Jes Ads, 
da, 94, 


+ (jab caa) des Adi + (Ba -ga Jai Adee 


LHL Ostrogradeky 定理 或 旋 量 定理 ， 
(3°) 7=3,2=3 的 款 。 设 Y: 为 尽 : 里 被 一 个 光滑 曲面 V :所 包 
FAM TARR. IX © = a,dx, \dx,+a,dx,\dx,+a,dx,/\dx,, Mi 


| adx Adxs + Gaodxs/\dx1+ a,dx, A dx, 
av, 


da, | 9a, ste 
=f, Gz tax, + Ja n Addi, 


这 是 所 谓 Gauss 定理 。 
(4°) ABRO AV RAD FOV, = DIO AECE 
mozo A 人 (p+4=7 一 1)， 则 根据 式 (24) 和 (26)， 我 们 有 
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{ do Aut = c-r at? Adutt), 
Y, Fe 
之 是 分 部 积分 的 一 种 推广 ， 


5. 与 三 维 欧 氏 空间 矢量 分 析 的 上 比较 

W eie, es 为 三 维 欧 氏 空间 里 的 标准 正 交 标 架 ，ei*ej = dis, 
每 一 个 一 次 式 o0 = a dx, + adx, + asdxs 确定 一 个 Rig À = ae: 
+ azez + dses， 而 每 一 个 二 次 式 


w2? = a, dx, A dx, + adx A dx, + dy d x4 A dx, 


连同 ai; = — 确定 一 个 反 称 二 权 协 变 张 量 场 cj， 或 者 一 个 轴 矢 
场 ， 或 相对 矢 场 Q= a€, + aier+ nes. MEHRERE 
种 几何 对 象 ， 它 们 像 矢 量 那样 地 变换 ,只 是 当 原 标 架 定 向 改变 时 ， 
它们 的 正 向 颠倒 ， 例 如 两 个 矢 量 的 矢 积 AXE ET Mir. A 
样 ,一 个 三 次 式 w = adxi 人 dxa 人 dxs 确 定 一 个 相对 不 变量 a =a。 
取 微 分 齐 式 
wtl/=adx,+a,dx, +asdxs, 0'''=b,dx, + b,dx, + bsdxs, 
a?) = edx, Adxs+codxs A dx, + c,dx, A dx;, 
o3 = adx, Adx, A dx, 
而 用 表示 变 每 一 个 微分 齐 式 为 其 对 应 的 矢量 的 算 子 ， 这 就 是 
说 ， 
y=A, y=E, yw =a, 
PDP NWD =AxB, yo? Aa'?))=Ara, 
guit =f aL of af 


ei +y, e+ 3 


da, 94, da, 9a, da, 29a, 
curlA = (GE -5 x et Gs - ox )e * Gt as Je 
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我 们 有 
w(df) = gradf, yda t =curlA, v(dw'?’) = div, 
利用 这 些 关 系 ， 可 得 在 外 人 微 积 恒等式 和 矢量 分 析 恒 等 式 之 间 
的 关系 : 
d(df) 20—-curl grad f =0, 
d(dw'!') 20--div curl A=0, 
d(fg) =dfea+ fdg—grad(fg) = ggradf + fgradg, 
d(do 1) =df Aw + fdot 
—curl(f A) = grad(f) x À + feurlA, 
d(fot? =df Aw + fduwt? 
—div(fG) = gradf«G + fdivG, 
dW PAG?) =do Ab e Ad 1 
—div(AÀ x B) = (curlA)-B-A-curlB, 
Poincaré 引 理 可 译 成 矢量 分 析 的 下 面 两 定理 ， 
(a) 4 oco, 我们 有 :curl4 =0 是 满足 A=gradf 的 一 个 
HRS 存 站 前 充 要 条 件 ( 假 定 curl4 20 HRA ZR), 
(b) 令 4=w 四， 我 们 有 FURTH, D] divy =0 
是 满足 U=curlB 的 一 个 舌 场 日 存 站 的 充 妥 人 条件 (假定 diva = 0 
RARE BARA). 
这 样 ， 我 们 看 到 外 微 积 可 以 用 来 表现 并 统一 三 维 欧 氏 空间 里 
经 典 矢 量 分 析 中 的 基本 运算 


6. 流 形 上 的 微分 齐 式 


我 们 已 经 看 到 ， 在 坐标 变换 ox 下， 微分 齐 式 是 怎样 变化 
的 。 我 们 只 须 对 每 一 个 系数 a1,.; COMBA RH a, (QI) 


代 杰 ， 同 时 对 每 一 个 dxi 用 微分 dx; = D (9x/2x,)dr, 代替 ， BR 
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hae tas, 由 于 在 映射 下 的 这 个 简单 的 变换 法 则 ， 
六 分 齐 式 定时 局 部 坐标 确定 的 空间 上 可 以 使 用 ， 例 如 可 以 在 微分 
üii M 二 使 站。 
在 这 全 一 个 全 分 这 EM |:， 存 在 着 局 部 图 (Ui, 和) OPA 
U: EP. 而 BEMA U: B RAE EMRE 
FE, U 上 的 微分 齐 式 就 是 RR” 中 对 应 的 开 集 上 的 微分 齐 式 的 中 
然 的 原 象 。 些 外, AR o E UA 7 上 的 表示 式 在 UNU 
里 的 关系 总 满足 坐标 变换 h o AV 的 要 求 ， 我 们 就 可 以 把 o g T 
在 整个 流 形 上 存在 ， 

关于 流 形 上 微分 齐 式 的 积分 ， 车 积分 域 含 在 某 个 UAM, 则 该 

BOGE ERM POS. CREA, BE 到 所 请 的 
© oro" (BAZ Sternberg’ 6287 Fl Fleming! 204 D, Aix 个 
工具 ， 整 个 外 微 积 ， 包 括 Stokes 公式 ， 都 可 以 从 只" BH fet 
D UM mA ner, 

EA ST SERT, RIINE-TEI 7 Ri RME LURK 
求 一 次 齐 式 的 法 式 问 题 的 定理 而 不 加 证 明 。 

在 一 个 7 维 流 形 上 ,已 给 一 个 r 次 式 b， 车 存在 着 Pn 个 (而 且 
RDF BA, TP) MR Pr, dE 

v= >) BA Ad, (1<1 Lei, LP), 
Wo RAE PRIN. rep, W o=, A Ads, m o 称 为 可 分 

我 们 叙述 下 面 的 结果 ， 

(1) 一 个 二 次 式 o O 的 秩 是 偶数 P= 2s， 其 中 s 是 使 

y (2 Ao® N AD» H#0Cs 个 因子 ) 
的 最 大 整数 。 

(2) E oO BEA nE WEM 上 一 个 了 周二 次 式 ， 它 的 RE 
p-2s, MEMME— ABU, ATLAS (DEA BR x. nm xu aom 
Pas 使 得 4 用 这 些 坐标 表示 时 ， 

wa = dx, Ady, + dx, Ady, + ee + dx, Adys, 


(3) Yi o 为 在 好 上 一 次 式 而 de fy Balt o. Foro jii © /\dw 
Ace do CR s PAF do), WE MES — a UE AT ORG 
BE PR A I Va, Bio m x dy, + tady, PP Sb 
w Ado A + Adoz0Cs 个 因子 do), dE Mig dg AE. "TEASI 
XE A x1, Key Kear Ha. Va BO = x1 dy, et + dy + dx,uu. 


这 个 性 质 称 为 Parboux HEC 628 ], 
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球面 上 的 ~ 364 一 365 


= jm 
= fih 10 
= faut 197 
-三 点 组 18 
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~ 内 的 随机 点 27,71,72,236 
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~ AGA 11 


~ 面积 1l 
7 * ER 130 

FA 130 

E = 

无 效 系 数 75 
不 等 式 金 系 Il 
不 等 式 

Ambarcum jan ~ 260 

Fary~ 291 

Feller — 46 

Fenchel — 290 
不 变 子 群 185 
不 变 测 度 180 


齐 性 空间 里 的 ~ 180 
不 变 体 元 170 
仿 射 群 的 ~ 200 
不 可 分 割 的 凸 集 组 43 
中 数 ( 平 均 数 ) 
W~ 341 
Ix Bi ff ~ 340 
顶点 的 ~ 340 
中 曲率 积分 251 
~ 与 截 测 积分 252 
关于 柱 的 ~ 254 
EELER ~ 255 
{FERRER ~ 359 
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~ 与 曲率 288 


HE- 245 
密度 一 235 
距离 ~ 236 


关于 廿 多 面体 的 ~ 284 
关于 中 曲率 积分 的 ~ 306 
区 域 被 覆盖 r 次 的 ~ — 109 
内 平行 集 9 

内 这 36 
反 称 协 变 张 量 415 
KR 138 
公式 的 对 假 

tif 23 [A] HH. — 371—373 
分 布 

三 角形 面积 的 ~ 21 

n 维 球 内 距离 的 ~ 286 
Zk ~ 52 

粒子 的 ~ 325 

外 接 圆 盘 半 径 ~ 21 
粒子 的 量 ~ 236 
分 割 

随机 平面 对 立体 的 ~ 339 
随机 直线 对 凸 集 的 ~ 59 
随机 直线 对 平面 的 ~ 56 
3X Hy HERO 23 fa] 849 
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:四面 体 258 
非 欧 几 何 中 的 ~ 362 
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立方 体 258 
一 粒子 338 
立体 角 元 204 
立体 度 测 法 325 
平均 值 
XT hey — 121 
关于 多 边 形 的 ~ 60 
关于 多 面体 的 ~ 341 
平行 集 
A~ 9 
平均 自由 路 48 
平行 凸 集 8 
平行 超 平面 208 
平面 上 的 相似 群 175 


平面 线性 图 46 
FSE, 219 

可 容许 区 域 147 
FAURE 195 
TIE DARE 190 
正规 链 397 
TERR 218 

正 交 标 架 218 
正常 锥 384 


下 可 达 值 集 353 

左 不 变 微 分 齐 式 91,162,163 
左 移 162 

右 不 变 微分 齐 式 91,162,169 
右 移 162 

Un 3,243,263 


一 的 运动 基本 公式 305 


含 在 另 一 凸 集 里 的 ~ 103 


Ei 里 的 一 243 
相交 的 一 101 
ry ER 45 
凸 体 243 


椭 岗 空当 里 的 ~ 377 
不 同形 状 的 ~ 257 
凸 线 3 
rl 36 

?个 随机 点 的 一 25 
gu 409 | 
oy dh iii 248 
Dx Ez fl 155 
nr 386 
ny ER 386 
叶 层 空间 386 
生长 速度 344 
代数 流 形 401 
外 导数 419 

外 微分 150,419 
外 积 417 
外 过 36 
包 络 线 3 
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ARKI ~ 
映射 微分 的 ~ 16 
ik GO) 起 曲面 
矢量 积分 几何 409 
矢量 分 析 422 


交集 

JE ~ 294 

非 欧 空 间 蔬 形 ~ 
交换 群 120 
MAR 420 
闭 短程 线 411 
闭 子 群 180 
齐 次 仿 射 变换 200 
FREE 408 
齐 性 空间 180 

— H BS BE 181, 

一 里 的 不 变 测度 
连续 统 点 集 

一 的 长 122 
HERE 

R" 里 的 ~ 414 
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h~ 109,319 

H~ 319 
RERE 233 
JH 350 
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空间 的 ~ 349 
曲线 长 35,151 
曲线 找 率 290 
回转 数 42 
有 效 李 变换 群 196 
da 255 
团 数 

山 集 的 ~ 110 
仿 射 变换 
仿 射 群 198 

FR ~ 200 

特殊 ~- 199 


特殊 齐 次 ~ 201 
特殊 非 齐 次 一 201 


环 抄 数 286 

自 交 114 

RIRE 186 

爹 绝 对 曲率 289,291 
全 纯 曲 线 401 

多 边 形 


随机 直线 形成 的 ~ 60 
多 个 动 流 形 296 

动 标 : 199 

DE 349 

蜡 向 同性 随机 单纯 形 224 
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完全 可 积 159 
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E: 403 
FRA IL 402 


运动 
EL 218 
平面 上 的 ~ 88 
运动 群 
Ew 里 的 ~ 218,220 


非 欧 空间 里 的 ~ 350 
平面 上 的 一 14,88,175 
运动 密度 93,171 

一 的 其 它 表 达 式 96 
HERE] 212 

里 的 ~ 93 

E, H fs ~ 292 

非 欧 空 间 的 ~ 355 


运动 基本 公式 
Pn — 305 
非 欧 空 间 的 ~ 373 
柱 的 ~ 309 
带 的 ~ 128,326 
gs 上 的 ~ 123 
E, EH ~ 299 
Chern—Fedorer ~ 317 

李 群 155 

SE 189 

we 396 

DIES 183 
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非 欧 几何 中 的 ~ 352 
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MAX 270 

体 元 
极 坐 标 下 ~ 358 

体积 
Grassamana 流 形 的 ~ 228 
Hermit Es 9: [B] By ~ 599 


非 欧 妹 的 一 359 
平行 凸 集 的 ~ 248 
么 球 ~ 11 


余 切 空间 90,155 
更 强 的 等 周 不 等 式 129 


法 汇 392 
空间 的 曲率 — 349 
空间 的 随机 分 割 343 


空间 曲线 285 
定 长 细 杆 335 
实 射影 212 
单位 分 解 424 
单 模 群 508 
极限 圆 367 
极限 球面 406 
极 坐 标 下 体 元 358 
He 8 
BR 

群 的 一 176 
直线 


周一 个 凸 集 相交 的 ~ 84,72 
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同一 条 曲线 相交 的 ~ 34 

同 酷 个 凸 集 相 交 的 ~ 36 一 39 

分 了 巾 两 个 凸 集 的 一 36 一 39 
直线 上 的 函数 66 


直线 密度 
一 对 反射 与 折射 下 的 不 变性 44 
Es 里 的 ~ 31 
Es 里 的 ~ 236 

HERR 54 


直线 汇 236,289 
EE ~ 390 
直线 的 昂 机 过 程 333 

非 对 称 性 45 

3E: JL (AT rp FE 352 
JERR FG BIJL faf 349 
JERKIE tif JL fa] 349 
非 欧 积 分 几何 349 
非 欧 球 面 面 积 359 
非 欧 运动 350 

欧 氏 空间 Ba。 218 


国定 标 架 — 95 

周 长 3 

KU 34,67—68 
a 


一 积分 51,268 
线性 无 关 齐 式 418 
线性 空间 

~ E 54 

E~ 401 


线性 子 空间 263 
上 ,里 ~ 221 
同 流 形 相交 的 ~ 。 275 
经 过 原点 的 ~ 204 


线性 图 。 46 
REAR 183 
转动 

绕 一 点 的 一 219 


EA 4 维 平面 的 ~ 220 
经 过 原点 的 子 空间 205 一 206 
环绕 数 286 
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测度 

关联 集 的 一 297 
类 

曲线 ~ 402 
3f Radon Ay HA 405 
恰当 微分 齐 式 420 
总 曲率 

Fi S 122 

平面 域 的 ~ 123 


绝对 总 曲率 39 
HRA 818 
面积 

凸 集 ~ 66 
if 76 


含 一 个 点 集 在 内 的 ~ 77 
同一 域 相交 的 ~ 77 
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Es, 里 的 ~ 323 

En 里 的 ~ 309 

和 凸 集 相 交 的 一 313 
和 球体 相交 的 一 312 
相对 不 变 窗 度 196 
相对 矢量 422 

相似 群 

平面 上 的 ~ 175 一 176 
FR 322 


BER 

En By 343 
平面 上 的 ~ 22 
球面 上 的 ~ 385 
Gh Fe 422 

4B 

粒子 量 分 布 的 一 336 
项 点 的 ~ 340 
复 空间 396 
BRAY 

一 的 微分 160 
~ 微分 的 对 偶 161 


微分 流 形 的 ~ 160 
独立 微分 齐 式 158,418 © 
eR 166 
点 偶 50,268 


adit JE 3E SA 294 


非 欧 空间 里 的 ~ 377 


宽度 8 
~ 中 值 8 
Am 76 
ER 136 
瑟 极 凸 集 12 
格 138 
Es 里 的 ~ 138 
Es 里 的 ~ 314 
~ 144 
ER ~ 315 


立方 体 ~ 314 
Ham 149,150 
曲线 的 一 143 

区 域 的 ~ 140 

S514 = Teh ~ 149 
RUB ~ 139 

正六 边 形 的 ~ 139 

dk AK LI — 138 
正方 形 的 一 142 
格 点 

被 一 个 区 域 和 覆盖 的 ~ 146 
已, 里 的 ~ 314 

紧 致 群 174 

积分 公式 15,18,23,51,64,65,104,250,259,268 
椭 赔 空间 里 的 ~ 366,377 
互 ermit 空 间 里 的 一 399 
积分 公式 与 Fourier 级 数 65 
积分 几何 
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think ~ 410 
复 空 间 ~ 396 
FRS GUE B nm ~ 386 一 395 
积分 流 形 159 
特殊 仿 射 群 199 
特殊 线性 群 162 
特殊 运动 群 218 
特殊 非 齐 次 仿 射 群 206 


混合 凸 集 6 
混合 面积 6 
BRE 185 
粒子 
球体 内 的 ~ 327 
球形 ~ 231,338 
接近 球形 的 ~ 232,337 
RAR 300 
基本 二 次 曲面 349 
基本 区 138 
域 138 
ER 9 
距 
粒子 量 分 布 的 ~ 336 
Y 国 数 的 ~ 21 
SER 
n 维 球 内 的 一 236 
非 欧 ~ 351 
PA Hh 2% al By — 42. 
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图 空间 里 的 ~ 53 
距离 中 值 

EAT A ~ 53 

等 边 三 角形 内 的 ~ 53 
长 方形 内 的 ~ 54 

a 维 球体 内 的 ~ 236 


密度 

EH ~ 309,329 

TR S E] ~ 367 

超 平 面 ~ 203 

三 .里 线性 空间 的 一 221,227 
Pn.(C) 里 线性 空间 的 ~ 397 
直线 一 31 

m 线 性 空间 组 的 ~ 206,214 
ER~ 398 

直线 偶 ~ 54,216 

点 偶 一 50 


平行 超 平面 ~ 208 
平行 子 空间 ~ 210 
平行 四 边 形 ~ 216 
;里 平面 和 直线 的 一 235 
点 一 15 
点 ~ 和 直线 ~ 217 
r 维 平面 的 ~ 202,206 
Le q 维 平面 的 y 维 平面 的 ~ 224 
带 的 一 76 

三 点 组 的 ~ 18 

密度 间 的 关系 271 

密切 线性 空间 401 
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密度 函数 


面积 的 一 21 

垂直 投影 的 ~ 247 

周 长 的 ~ 19 

外 接 圆 盘 半径 的 ~ 21,22 
密度 中 值 

En 里 的 一 234 

接近 球形 粒子 328,332,336 
笛 卡 空间 R” 198 

第 7 个 9 阶 全 绝对 曲率 289 
停车 问题 29 

随机 几何 2 

随机 元 素 15 

随机 图 形 114 

ER BLA Il 385 

随机 直线 333 

随机 平面 329,339 

随机 点 


ME AR ~ 322 
么 球体 上 的 ~ 381 


随机 多 边 形 73 
随机 多 面 锥 384 
随机 长 方形 316 
随机 区 域 

球面 上 的 ~ 385 
随机 集 316 
随机 球面 338 
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FE BLA 77 
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随机 三 角形 24 
Bi £58 238 
随机 分 割 

空间 的 ~ 343 
随机 过 程 

直线 的 一 333 
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超 平面 
一 般 位 置 的 ~ 384 
超 曲 面 和 线性 空间 280 
6 15 TG 283,335 
WEA GEO 空间 349 
黑白 随机 带 86 
i RE 8 
da PERE 138 
等 周 气量 129 
~ 上 限 130 
等 周 不 等 式 41,114,129,136 
Buahoff—Pohi ~ 287 
Chackerian ~ 261 
非 欧 平面 上 的 ~ 378 
链 式 法 则 195 
短程 线 387 
一 曲率 354 
一 线段 395 
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~ 的 折射 398 
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点 一 14 

ARJ ~ 176 

ER 835 

全 等 山形 的 一 95 

TX 9 

HE ~ 211 


BR ~ 387,395 
24 维 短程 线 ~ 409 
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X HER ~ 211 
直线 上 节 的 ~ 28 
#8 A9 — 209 
HA~ 31 
n AR ~ 18 
EE ~ 228 
Bh ~ 211 
平行 超 平 面 ~ 207 
平行 子 空间 ~ 210 
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' 维 平面 ~ 263,360 
线段 
平面 上 一 98 
多 边 形 内 ~ 100 
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it~ 76 
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~ 的 秩 424 

可 分 解 的 ~ 216 

B] ~ 420 

恰当 ~ 420 

该 形 上 的 ~ 423 
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微分 
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SUR 
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SUR UU ERD 245 
球体 的 ~ 253 
"f 254 

3p £e BEER fs ~ 254 
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Am — 253 

截 痕 测 度 积分 与 中 曲率 积分 252 
模式 分 析 339 

HIE 414 

稳定 子 群 190 

管状 曲面 
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HAT 243 
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Abel 积 分 方程 332—333 
Ambarcum jan 不 等 式 260 
Ambarcumjan 公 式 42 
Banchoff-Pohl 等 周 不 等 式 287 
Bezout 定 理 401 
Blaschke 命题 53 
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关于 折线 的 ~ 85 
Cartan 引 理 418 
CauchyA 246 
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平面 的 ~ 55 

非 欧 空 间 的 ~ 369 

E. 里 的 ~ 267 
Chern-FedererZy5& 316 
Chern-Lashof 曲率 280 
Darboux 定 理 425 
Euler 示 性 数 123 
Euler-Poincaré 示 性 数 252 
Euler] 47 
Fary RE 291 
Favard k 36 
Favard Al Ee 282 
Feller 不 等 式 46 
Fenchel 不 等 式 290 
Frobenius 定 理 160 
Gaus: 分 布 336 
Gauss-Bonnet 公式 352 
Geitand 积分 几何 404 
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Haar 测度 171 
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非 欧 平 面 的 ~ 379 
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4% 9122 IR BS ~ 373 
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Hemit 椭圆 几何 396 
Hermit 群 396 
Hermit ff E 398 
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Kuboa A 3X, 245 
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Maurer-Cartan 方程 105 
Maurer-Cartan FA 164 


方 阵 群 的 ~ 167 
仿 射 群 的 一 199 
Miakowski 不 等 式 135 
Minkowski 定理 194 
Minkowski 混合 面积 5 
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n 维 非 欧 空 间 349 
有 维 射影 空间 349 
Pfaff 微分 组 158 
完全 可 积 ~ 159 
式 一 413 
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Poincaré AX 
一 的 推广 819 
Poincaré 引 理 420 
Poisson 场 ， 平 面 的 342 
Poisson 点 过 程 14,20 
一 中 的 最 近邻 28 
Poisson 线 族 61 
9 维 测度 297 
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司 一 个 凸 集 相交 的 ~ 263 
同一 个 流 形 相 交 的 ~ 275 
支撑 一 个 凸 集 的 ~ 282 
非 欧 空 间 的 ~ 375 
Radon 变换 405 
Reuleaux 多 边 形 9 
Rodriques 公式 301,353,373 
SteinerA X 248 
非 欧 空间 的 ~ 375 
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Stoke 公式 420 
Sylvester 问题 70 
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